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Resumo. Neste artigo apresentamos um breve percurso pela histéria da Trigonometria, relembrando
alguns fatos importantes desde seu nascimento, como uma ciéncia voltada para resolver problemas na
Astronomia, até antes de sua emancipagdo, como uma ciéncia independente nos séculos XV a XVIIL
Nesse percurso, inicialmente discutimos o nascimento da Trigonometria como cié€ncia auxiliar da As-
tronomia; a Trigonometria das Cordas com Ptolomeu e o seu Almagesto; a Trigonometria indiana das
semi-cordas; a Trigonometria Arabe e a expansdo da Trigonometria em precisdo das tabelas e no au-
mento das func¢des trigonométricas. Finalmente, expomos sobre o surgimento da Trigonometria como
uma ciéncia independente, na Europa dos séculos XV a XVIIL.

Palavras-chaves: Histéria da Trigonometria. Astronomia. Trigonometria da corda e da semi-corda.
Tabelas trigonométricas.

Abstract. This article presents a brief journey through the history of trigonometry, remembering some
important facts from its birth, as a science focused on solving problems in astronomy, even before its
emancipation, as an independent science on the fifteenth to seventeenth centuries. Along the way, initially
we discussed the birth of trigonometry as auxiliary science of Astronomy; the String Trigonometry with
Ptolemy and his Almagest; the Indian trigonometry of half-chords; the Arabic trigonometry and the
expansion of Trigonometry in precision of the tables and the increase of the trigonometric functions.
Finally, we talked about the emergence of trigonometry as an independent science in Europe of the
fifteenth to seventeenth centuries.

Keywords: History of Trigonometry. Astronomy. Trigonometry rope and half-chords. Trigonometric

table.

1 O NASCIMENTO DA TRIGONOMETRIA
COMO CIENCIA AUXILIAR DA ASTRONO-
MIAT]

A Trigonometria, hoje, um dos ramos da Matemdtica,
surgiu e desenvolveu-se como ferramenta cuja finali-
dade era auxiliar a Astronomia, ainda na Antiguidade.
A relagdo entre essas duas dreas era tdo intrinseca que
se tornou proveitoso considerar sua separagdo somente
na Idade Média. Na verdade, o primeiro tratado de Tri-
gonometria independente da Astronomia de que temos

"Esse artigo é uma adaptacio de um dos capitulos da tese: A Obra
“De Triangulis Omnimodis Libri Quinque” de Johann Muller Regi-
omontanus (1436 - 1476): uma contribui¢do para o desenvolvimento
da Trigonometria (PEREIRA}2010).

noticia foi o Tratado dos Quadrildteros, de Nasir al-
Din al-Tusz, no século XIII. Ja na Europa, a Trigono-
metria foi abordada de modo independente da Astrono-
mia pela primeira vez no De triangulis omnimodis libri
quinque, de Regiomontanus, obra escrita por volta de
1464 e publicada postumamente em 1533.

Autores como |[Zeller| (1944) e Zinner (1990) dis-
cordam na questdo de Regiomontanus ter tido ou nao
acesso a obra de al—Tﬂsﬂ Deste modo, nada podemos
inferir sobre a influéncia da obra de al-Tus? no desen-

2Naswr al-Din al-Tast (1201 - 1274) foi Matemadtico e Astro-
nomo drabe. Contribuiu bastante para a Trigonometria plana e esfé-
rica e a Astronomia, onde suas conclusdes foram, inclusive, utilizadas
por Copérnico. Escreveu o primeiro trabalho sobre Trigonometria que
a trata independente da Astronomia (ZELLER}|1944).
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volvimento da Trigonometria na Europa.

2 A TRIGONOMETRIA DAS CORDAS

Dentre as primeiras contribui¢des para a Trigonometria
de que temos noticias, estdo as contribui¢des dos ba-
bilénicos advindas de suas observagdes astrondmicas]
e registradas em suas indmeras tibuas. Uma tdbua ba-
bilonica famosa € a chamada Plimpton 322 cujo con-
teddo, segundo as mais recentes interpretacdes, refere-
se aos valores da cossecante de Angulos de 31° a 45°.
Rudimentos de Trigonometria aparecem ainda no Pa-
piro de Rhind ou Papiro de Ahmes, (~ 1650 a.C.) o
que demonstra que os egipcios jd possuiam instrumen-
tos matemadticos para medir inclinagdo.

Os problemas 56 a 60 do Papiro de Rhind contém
célculos sobre a inclinagdo da Pirdmide relacionando
o seged. Uma interpretacdo de seked seria o cosseno
do angulo que é formado pela margem lateral com a
diagonal da base, e uma segunda interpretacdo seria a
cotangente do angulo.

No entanto, foi na Grécia do século III a.C. que a
Trigonometria adquiriu uma sistematizac@o a partir da
Geometria, segundo o modelo grego de raciocinio 16-
gico dedutivo, com Hiparco de Nicéieﬂ (~190aC.-~
126 a.C.) e Claudius PtolomeLE](N 87a.C-~150a.0)
com sua Trigonometria das cordas.

Embora ndo tenhamos certeza, por volta de 150
a.C., Hiparco teria escrito uma obra em doze livros so-
bre o cédlculo de comprimento de cordas, na qual es-
tava incluida a primeira tabela trigonométrica baseada
em uma fun¢fo: a corda de um arco de circulo arbitra-
rio. Infelizmente, essa obra ndo chegou até nés. Consta
ainda que Hiparco fez o célculo da distancia Terra-Lua
a partir da simples contagem do tempo de um eclipse
lunar. Para fazer este célculo, ele utilizou tabelas trigo-
nométricas talvez de origens babildnicas. [Brummelen
(2009} p. 44) tenta fazer uma reconstituicdo da tabela
de cordas de Hiparco (TabelalT).

Acreditamos que a obra de Hiparco tenha servido de
base para a obra que se tornou um marco para o estudo
da Astronomia e na qual aparece a primeira tabela tri-
gonométrica que chegou até nés. Estamos falando do
Almagesto, do astrbnomo Claudius Ptolomeu, em torno
de 150 a.C.

Escrito com o titulo Matematike Syntaxis ou Com-
posi¢do Matemdtica, tornou-se mais conhecido por seu

3Ver Neugebauer] (1969).

“4Hiparco de Nicéia é considerado o pai da Trigonometria por ter
sido o pioneiro na elabora¢do de uma tabela trigonométrica, com va-
lores de arcos e cordas para uma série de angulos e o fundador da
Astronomia cientifica.

5Claudius Ptolomeu (~ 100 d.C. a ~ 170 d.C.) se dedicou as ci-
&ncias matematicas, em especial a Astronomia.
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Tabela 1: Reconstitui¢do da tabela de cordas de Hiparco.

0 Crdf

0 0
71/2° 450
15° 897
221/2° 1341
30° 1780
371/2° 2210
180° 6875

Fonte: [Brummelen| (2009} p. 44)

nome de influéncia drabe, o Almagesto. Foi traduzido
do grego vdrias vezes, primeiro para o sirfaco e depois
para o drabe. A traducdo do drabe para o latim, feita
por Gerard de Cremona, em Toledo, no século XII, foi
possibilitando a difusdo do conhecimento do Almagesto
na Europa.

Esta obra de Ptolomeu € exclusivamente concer-
nente a uma descricdo de métodos unificados para a re-
presentacdo dos fendmenos celestes (MOREY, 2001).
Em sintese, é a exposicdo completa da Astronomia
matemadtica, de acordo com o entendimento grego do
termo. Segundo |Asger| (1984, p. 127), o

Almagesto desempenhou o mesmo papel na Astronomia
matemdtica que os Elementos de Euclides e as Conicas
de Apoldnio em seus respectivos assuntos. (...) Mas Pto-
lomeu, diferentemente de Euclides, reconheceu as rea-
lizagdes de seus antecessores generosa e precisamente,
de maneira que nosso conhecimento da Astronomia pré-
ptolomaica é mais rico e mais firme do que o da matema-
tica pré-euclidiana. Pela mesma razido podemos identifi-
car bem as contribui¢des do préprio Ptolomeu.

O Almagesto foi escrito como uma colecdo de treze
livros que defendiam a visdo cosmoldgica segundo a
qual a Terra ficava no centro do universo, e todos os
astros girando em torno dela. Ptolomeu supds a Lua
e os planetas em movimento uniforme sobre circulos
chamados epiciclos (Figura [I). Por sua vez, o centro
de um epiciclo estaria se movendo uniformemente ao
longo de outro circulo maior chamado deferente.

A estrutura do Almagesto nio é diferente das obras
da época: ele comega com a matematica basica que serd
usada e mostra como obter as entradas na sua tabela tri-
gonométrica. Comeca com o cédlculo da fungdo trigo-
nométrica da corda, aplicando-lhe uma longa série de
demonstragdes, constru¢des e derivagdes dos parame-
tros numéricos de seu material observacional (MOREY)
2001)). Assim, no livro I, Ptolomeu constréi uma tabela
trigonométrica, a ferramenta principal de suas desco-
bertas astronémicas. No livro II, discute aspectos da
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Figura 1: Sistema de epiciclos de Ptolomeu.

Fonte: Disponivel em: <http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/
Geraldo/ptolomaico_arquivos/image002.gif>| Acesso  em:
13/11/2015.

Astronomia esférica do ponto de vista do observador da
Terra. No Livro 111, oferece a Teoria do Sol. No Livro
IV, discute a Teoria da Lua. O Livro V € a continuagdo
da teoria lunar e trata também das paralaxes solares e
lunares. O Livro VI € dedicado as tdbuas da Lua e dos
eclipses. Os Livros VII e VIII tratam de estrelas fixas.
Ja os tltimos cinco livros sdo dedicados aos planetas
(ZINNER! |1990).
Segundo (MOREY| 2001}, p. 30),

Ptolomeu ndo discute certos tépicos, seja porque ele os
considera de conhecimento de todos os seus leitores, ou
seja, porque ele considera supérfluo entrar em detalhes,
tais como: Geometria (encontrada em Euclides), logis-
tica (como célculo da raiz quadrada) e esférica. Na sua
exposicdo Ptolomeu lanca mao da geometria elementar,
sistema de numerag@o de base sessenta, das fracdes gre-
gas e, 0 que mais nos interessa, da Trigonometria.

Porém, percebemos alguns conhecimentos inseridos
no Almagesto que ndo sdo creditados a Ptolomeu: a no-
tagdo sexagesimal e a operacdo de multiplicacdo herda-
das dos babildnicos e a divisdo dos egipcios; extragdo
da raiz quadrada e conhecimentos geométricos contidos
nos Elementos de Euclides.

Dentre as tabelas trigonométricas da Antiguidade,
a mais famosa € a tabela de cordas de Ptolomeu, in-
serida no Almagesto (MOREY] 2001). Na constru-
¢do da tabela, Ptolomeu relaciona o comprimento do
arco de uma circunferéncia com a medida em graus do
arco/angulo central correspondente.

Observando a Figura [2] podemos, por meio de ra-
ciocinio geométrico, estabelecer a equivaléncia entre o
conceito de comprimento de corda de um angulo central
e o seno da metade deste mesmo angulo. E com base
em tal equivaléncia que dizemos que a tabela de cordas
de Ptolomeu € uma tabela trigonométrica.

Ou seja AO = OB = r = 60 partes. Como AB é

A A

<
b
=2

B B
Figura 2: Equivaléncia entre seno e corda.

Fonte: Elaborada pelas autoras.

a corda = crd2a, 2a = AOB, AOM = BOM = a e
OD 1 AB, entio seno = % = %—Aﬁ = ”1'%%"‘.

Como unidade de comprimento de corda, Ptolomeu
usou o que ele chamou de parte, ou seja, 1/120 do
comprimento do didmetro da circunferéncia. A medida
usada para o arco foi o grau (1/360 da circunferéncia
completa). Para expressar as subdivisdes dos compri-
mentos das cordas, Ptolomeu lancou mao do sistema
sexagesimal. Com estes recursos, ele calculou os valo-
res das cordas para todo dngulo central de 0° a 180°,
em passos de 1/2°.

Para a construcdo dessas tabelas, Ptolomeu utilizou
o célculo das cordas de alguns angulos, identificando-
as por meio dos lados de poligonos regulares inscritos
como, por exemplo: crd36° é o lado do decagono ins-
crito; ¢crd60° é o lado do hexdgono inscrito; crd72° é
o lado do pentdgono inscrito; crd90° é o lado do qua-
drado inscrito; crd120° € o lado do tridngulo equilatero
inscrito. Para isso, ele apresenta a constru¢do desses
poligonos e a determinacdo do comprimento do lado
desses poligonos (Tabela 2)).

Para o célculo dos demais dngulos, Ptolomeu deduz,
sempre geometricamente, e utiliza as férmulas da corda
da diferenca de dois arcos, a corda do arco-metade e a
corda da soma de dois arcos. Obtém entio os seguintes
resultados:
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Tabela 2: Tabua com cordas de alguns dngulos

Angulo Corda
36° 377 04’ 55~
60° 60P
72° 707 32’ 03”
90° 847 51’ 10”
108° 977 04’ 56”
120° 1037 55’ 23”
144° 1147 07’ 377
180° 1207

Fonte: Morey (2001, p. 36)

A corda da diferenca de dois arcos: Sendo conhecidos os comprimentos de cordas de dois arcos, € possivel
encontrar a corda do arco que ¢ a diferenca dos dois primeiros.

crdy/1202 — crd?p — crdp/120% — crd?© n

120

crd(© — ) =

A corda do arco-metade: Sendo considerado o comprimento de corda de um arco, € possivel encontrar a corda
do arco que é a metade do arco dado.

crd(%) :\/ 7200 — 60//1202 — crd2© 2)

A corda da soma de dois arcos: Sendo conhecidos os comprimentos de cordas de dois arcos, é possivel encon-
trar a corda do arco que € a soma dos dois primeiros.

erd(© + o) = crd/1202% — crd?@ + crdp/120% — crd?© 3)
120
Lancando mdo dos comprimentos de cordas constantes da Tabela [I] e das férmulas (I)), @) e (3). é possivel
encontrar os comprimentos de cordas dos arcos de (3/2™) , para valores inteiros de n. No entanto, é impossivel
encontrar os comprimentos de corda para os arcos de 1°.
Ptolemy’s apud |Morey| (2001)) escreve algumas consideracdes:

E 6bvio que combinando a corda (1 %)O com todas as cordas que ja obtivemos, seremos capazes de calcular o comprimento de todas
as cordas cujos arcos sdo multiplos de (1 %)o. E assim, as tnicas cordas que faltam ser calculadas sdo aquelas entre os intervalos
de (1 %)O, duas em cada intervalo. Se entdo, tivéssemos o valor crd %O poderiamos preencher a tabela com as cordas faltantes
utilizando a soma ou a diferenga (da corda de %O) com a corda de uma das extremidades de cada intervalo. No entanto, dada a
corda de um arco, digamos, de (1 %)O, a corda de um terco deste arco ndo pode ser encontrada por meio geométricos (problema da

trissec¢do do angulo). Deste modo obteremos a corda de 1° a partir das cordas de (1 %)O e (%)O. Faremos isto langando méo de
um lema que apesar de ndo permitir, de modo geral, calcular tamanho de cordas, permite, no caso de pequenas cordas, calcular seu
comprimento com um erro tao pequeno quanto se queira.

Para encontrar a crd1° e deste modo completar a tabela, Ptolomeu recorreu a uma interpolacdo que permitiu
deduzir a seguinte desigualdade:
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0,01745130 < seno de 1° < 0,01745279  (4)

De posse da aproximacdo (@) acima, Ptolomeu pdde
entdo finalizar sua tabela e fornecer os comprimentos
de cordas para arcos de 0 a 180° variando de 1/2 em 1/2
grau.

O Almagesto de Ptolomeu com sua tabela de cordas
serviu de base para estudos em Astronomia, na Europa,
durante vdrios séculos. O passo seguinte da evolugdo
dos conceitos trigonométricos foi dado pelos indianos,
com a introducao da semi-corda.

3 A TRIGONOMETRIA DAS SEMI-CORDAS

O que temos de registro sobre Trigonometria na In-
dia pode ser encontrado nos manuais de Astrono-
mia, chamados Siddhantas: Sturya — Siddhanta
(~ 500 d.C.), Paca — Siddhantika (~ 628 d.C.) e
Brahmasphuta — Siddhanta (~ 628 d.C).

A obra Sturya—Siddhanta, de autor desconhecido,
¢ um dos mais notdveis desses textos sobre Astronomia
que sobreviveu aos nossos tempos. Ele era constituido
de regras cripticas em versos redigidos em sanscrito,
com poucas explica¢des e nenhuma prova (KENNEDY)|,
1992).

No que se refere ao estudo das funcdes trigonomé-
tricas, os indianos utilizavam a meia-corda, que poste-
riormente seria o seno indiano. Segundo Morey| (2003
p- 19-20),

[...] para os indianos as func¢des trigonométricas ainda
eram definidas como comprimento de um segmento e
nao como uma relacio entre dois comprimentos, como
é o caso as fungdes trigonométricas modernas. Entdo
quando dizemos seno indiano estamos nos referindo ao
comprimento da meia-corda do angulo central.

Observe a Figura[3] Nela podemos encontrar os seg-
mentos referentes ao seno indiano, ao cosseno indiano
e ao seno reverso (1 — cosf3). Podemos estabelecer, a
partir da Figura[3] a relagdo entre as fungdes trigonomé-
tricas modernas e as indianas. De fato, seja M 0A = I}
e AO = BO = r entio

AM = jyapB =r - senf = (seno indiano)

OM = kojyaB = r - cosfS = (cosseno indiano)

MC =0C—-0OM = ukamajyaf3 =r—r-cosf =
r(1 — cosB) = versf

Varahamihira (c. 505-587 d.C) ao calcular jyaS =
r - senf para 8 < 90°, sugeriu o uso das equacdes:

1
jya30° = 3 .7 (5)

1
5 VT (©)

jyab0® =
Jya B

A

B

Figura 3: Seno indiano, Cosseno e Seno Reverso.

Fonte: Elaborada pelas autoras.

jya90° = r @)

Partindo das equacdes anteriores, Varahamihira cal-
culou valores de jyaf(r- senf3) para todos os miltiplos
de 3°45’ até 90°. Provavelmente, ele utilizou o equiva-
lente das férmulas

senx = cos(m/2 — x) 8)

sen’x + cos?z =1 )

sen’s = 1/4(sen?2z +versen®2z = 1/2(1 — cos2x)
(10)

e outras conhecidas na época, para encontrar o va-
lor do angulo 3°45’ por meio do sen90°. Os valores
encontrados so mostrados na Tabela 3l

Outro modo utilizado pelos hindus para obter a ta-
bela da Figura[3|era por meio da férmula de recorréncia
(TT), com n variando de 1 a 23.

sen(n + 1z — sen(nz) =
sen(nx) — sen(n — 1)z — (gzsen(nx))

255

Y

Aryabhata escreveu um trabalho que é essenci-
almente a sistematizacdo dos resultados contidos no
Siddhantas. Ele deu outras medidas de raios, permi-
tindo assim que o seno fosse expresso em um tipo de
medida circular.

4 A EXPA~NSAO DA TRIGONOMETRIA EM
PRECISAO DAS TABELAS E NO AUMENTO
DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Os drabes proporcionaram um grande progresso a Ma-
temadtica, e em particular, a Trigonometria, que poste-
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Tabela 3: Tabela de senos indianos calculada por Varahamihira,
Aryabhata 1 e seno moderno.

R Varahamihiva Aryabhata 1 Valor Moderno
Anéulo r-senf senf r-senf senf senf
r=120 r=3438
3°45° 751 0,06542 225° 0,6545 0,06540
7°30° 1540 0,13056 49 0,13060 0,13056
11°15” 2325 0,19514 671° 0,19517 0,19509
15° 31’4 | 0,25889 890’ 0,25962 0,25882
18°45” 38’34 | 0,32139 1105° 032141 0,32143
22°30" 45°56” | 0,38278 1315° 0,38249 0,38268
26°15° 53’57 | 0,44236 1520” 0,44212 0,44229
30° 60’ 0,50000 1719’ 0,50000 0,50000
33°45° 66°40” | 0,55556 1910° 0,55556 0,55556
37°30” 73’37 0, 60875 2093’ 0,60878 0,60876
41°15° 797" | 0,65931 2267 0,65910 0,65935
45° 84°51” | 0,70708 2431° 0,70710 0,70711
48°45° 90°13” | 0,75181 2585’ 0,75189 0,75184
52°30” 95°13” | 0,79347 2728° 0,79348 0,79335
56°15° 99°46” | 0,83139 2859° 0,83159 0,83147
60° 103°56” | 0,86611 2978’ 0,86620 0,86602
63°45° 107°38” | 0,89694 3084’ 0,89703 0,89687
67°30” 110°53” | 0,92402 3177 0,92408 0,92388
71°15° 113°38” | 0,94694 3256’ 0,94706 0,94693
75° 115°56” | 0,96611 3321° 0,96597 0,96593
78°45° 117°43” | 0,98097 3372’ 0,98080 0,98079
82°30° 119 0,99167 3409’ 0,99156 0,99144
86°15° 119’45 | 0,99792 3431° 0,99796 0,99786
90° 120° 1,00000 3438’ 1,00000 1,00000

Fonte: Morey| (2003} p. 25)

riormente influenciou o desenvolvimento destas disci-
plinas na Europa Medieval e Renascentista. Com rela-
¢a0 a Trigonometria, podemos citar, entre os mais im-
portantes, os trabalhos de Abu'l-Wafa al Bﬂzj[mﬂ
(940-998) e Nasir al-Dinal — T'usz (1201-1274). En-
tretanto eles ndo conseguiram conquistar o reconheci-
mento por quase trés séculos.

Na Trigonometria, os drabes contribuiram em trés
aspectos (MOREY/ |[2003)):

e aintroducido de seis funcdes trigonométricas basi-
cas: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante €
co-secante;

e a deducdo da regra do seno e o estabelecimento de
outras identidades;

e a construcao de tdbuas trigonométricas mais preci-
sas com a ajuda de vérios procedimentos de inter-
polacao.

Abt'l-Wafa al Buzjant inventou um método de
computar tabelas de senos que fornece o valor do seno

S Abi/I-Wafa al Bazjanz (940 —998) foi um grande matema-
tico e astronomo de Bagda. Contribuiu para a Matemdtica nos ramos
da Geometria e Trigonometria. Ele inventou um método para calcu-
lar uma tdbua de Senos, que dd a condigdo de meio grau correto para
nove casas decimais (ZELLER| |1944).
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de meio grau correto para nove casas decimais. Se-
gundo [Zeller| (1944)) ele foi, provavelmente, o primeiro
a demonstrar a generalidade do teorema do seno relativo
a triangulos esféricos. Desenvolveu também as relacdes
para o seno da soma e da diferenca de dois arcos desde
que seja conhecido o seno de cada um deles:

sen(a £ b) = sena - cosb & senb - cosa (12)

Ele desenvolveu um estudo especial da tangente e
calculou uma tabela das suas linhas. Introduziu a se-
cante e co-secante pela primeira vez e tornou-se conhe-
cedor das relagdes entre as seis linhas trigonométricas.

O arabe Nasir al-Dn al-Tust ficou conhecido por
escrever um importante trabalho, O Tratado sobre Qua-
drildteros, que foi a primeira obra que trata a Trigo-
nometria independente da Astronomia. Segundo [Belli
(1985) ¢é possivel que o trabalho de al-Tust tenha che-
gado as maos de Regiomontanus na forma de tradugao
feita no século XII. Ja Zeller| (1944) é mais incisiva e
considera este fato bastante evidente.

O trabalho esté dividido em cinco livros que tratam
de quadrilateros planos e esféricos. H4 aproximada-
mente 265 figuras ilustrando os cinco livros. Segundo
Zeller (1944, p. 9) € dificil dizer se a terminologia no
tratado € devido ao autor ou ao tradutor. Ele cita tanto
autores arabes quanto gregos. Ao contrario dos escri-
tores medievais, ele da os devidos créditos aos autores
das obras citadas. No seu trabalho ha uma grande in-
fluéncia grega, e inimeros autores gregos sdo estuda-
dos, tais como Euclides e os Elementos, Ptolomeu e o
Almagesto, Menelaus e seu tratado sobre Esfera (ZEL-
LER![1944).

O Tratado sobre Quadrildteros também contém as
seis equacdes fundamentais para a solucdo de tridngu-
los retdngulos esféricos. Mostra como resolver também
outros tridngulos, substituindo, caso necessario, a con-
sidera¢@o dos angulos pelos lados e reciprocamente, por
meio dos tridngulos polareﬂ

Segundo Morey| (2003) a lei do seno € atribuida a
ele em sua versdo moderna, ou seja, dado um tridngulo
plano qualquer ABC entdo % = % em que r mede
60 unidades.

Naswr al-Din al-Tust apresenta dois métodos para
a prova da Lei dos Senos tanto para tridngulo agudo

7“Triangulo esférico (euleriano) é a por¢do da superficie esférica
limitada por trés arcos de circunferéncia maxima, menores que 180°.
Ou, poligono esférico formado por trés lados menores que 180°. Todo
tridngulo corresponde um triedro com vértice no centro da esfera a
qual pertence o tridngulo” (ARANAI 2006, p. 23). “Dois tridngulos
esféricos sdo polares quando os vértices do primeiro sdo os p6los dos
lados homonimos do outro, e reciprocamente” (ARANA| 2006, p.
23).
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C

A c B
Figura 4: Regra do seno.

Fonte: Elaborada pelas autoras.

quanto para obtuso. A primeira prova foi feita pelo
drabe Abu'l-Rayhan al Bim‘m Em seguida veja-
mos a prova de al-Tust para a Lei dos Senos (ZELLER|
1944] p. 12)

Seja ABC, na Figura[3] os tridngulos dados, acu-
tangulo e obtusangulo. Trace AFE perpendicular a BC'.
Prolongue AB e AC de modo que AF = AD =60 =
R.

Descreva o arco DH. Trace FK e T'D perpendi-
cular a AH. No tridngulo ABE, o dngulo F sendo um
angulo reto, B sera o complemento de A; DT = senA;
AT = senB. No tridngulo AEC, FK = senA;
KA = senC. Devido a semelhanga dos dois tridngulos
ABE e ADT, temos

AB AD -r AE  AK -senC

AE ~ AT -senB < AC ~  AF-R (13)

Devido a semelhanca dos dois tridngulos AEC e
AKE, € possivel deduzir a afirmacao:

AB  AK -senC
AC ~— AT - senB

A confeccdo de tabelas era uma prética corrente na
Matematica arabe. Eles compreenderam que tabelas
mais precisas facilitavam os célculos astronémicos. O
drabe Habash al-Hasib computou com precisdo a pri-
meira tabela de senos e tangentes de 1° até a terceira

(14)

8 Al-Burun7 escreveu um tratado de Trigonometria intitulado
“The key to the knowledge of spherical figures and other figures”,
quando era usado extensivamente a obra de Nasr al-Din al-Tusz,
o tratado sobre quadrildteros. Recentes trabalhos cientificos drabes
creditam a Abt'l-Rayhan al Birunt a primeira prova da Lei dos
Senos para triangulos planos (ZELLER||1944| p. 9).

casa sexagesimal, ou seja, até cinco casas decimais.
Outros matematicos trabalharam para reduzir os inter-
valos e aumentar a precisdo destas tdbuas. Ulugh Beg
(1393 — 1449), por exemplo, computou uma tabela de
senos e tangentes com intervalo de 1°/60, ou seja, 1 mi-
nuto, sendo os valores obtidos corretos em pelo menos
cinco casas sexagesimais ou nove casas decimaisﬂ

Jamshid al-Kashq] (1390-1450) também com-
putou o sen(1°), aplicando repetidamente a identidade
da adigdo para seno de 3«. Substituindo o = 1, Al-
Kashi demonstra que x = senl® € a raiz da equagdo
cubica

sen3® 4 43
3

x (15)

Al-Kashi resolve a equag@o, usando um equiva-
lente da iterac@o do ponto fixo, parando na décima casa
sexagesimal.

Outros valores de senos e tangente de angulos, como
12°, que era encontrado pelos drabes, com a aplicagdo
da equacdo da diferenca de dois arcos sen (72° - 60°),
uma vez que os senos destes dngulos (72° e 60°) po-
diam ser encontrados por meio dos lados de um penta-
gono regular e de um tridngulo equilatero inscrito num
circulo.

Utilizando outras equagdes ja conhecidas como a do
arco metade, era possivel encontrar sen6°, sen3°, sen (1
1/2)° e sen (3/4)°.

5 O SURGIMENTO DA TRIGONOMETRIA
COMO UMA CIENCIA INDEPENDENTE NA
EUROPA

Os séculos de XII a XV foram para a Matematica euro-
peia basicamente um periodo de assimilacdo da heranca
dos matemadticos da Grécia Antiga e do Oriente Hindo-
ardbico. Este periodo comecou com a traducdo para o
latim, no século XII, de muitas obras classicas (Eucli-
des, Arquimedes, Al-Khwarizmz e Al-Sabi’ Thabit
ibn al-Harrant Qurra).

Foi nesse periodo que comecaram a se estabelecer
as primeiras universidades. A primeira delas foi a de
Salerno, na Italia, no século XI; a de Bolonha, na Ita-
lia, surgiu no inicio do século XII. As universidades de
Paris e Oxford foram criadas no inicio do século XII; a
de Cambridge, no decorrer do século XIV; as de Praga,
Cracovia, Viena e Heidelberg, no inicio do século XV,

9cha mais detalhes sobre o sen(1°) no artigo de |Brummelen
(2009).

WA stronomo mugulmano do século XV que propds a mudanga do
método geométrico para o algébrico a fim de melhorar a precisao do
modelo de Ptolomeu para seno de 1°.
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Figura 5: Lei dos Senos para tridngulo agudo e obtuso.

Fonte: (ZELLER||1944] p. 9).

entre outros. Convém lembrar que o ensino nessas pri-
meiras universidades se dava por meio do Quadrivium,
composto de Aritmética, Geometria, Astronomia e Mu-
sica.

As disciplinas do Quadrivium eram ministradas por
professores de Faculdade de Artes de acordo com a ne-
cessidade, sendo que nenhuma universidade da Europa
preparava professores especificamente de Matematica.
Um dos primeiros a se especializar no ensino de disci-
plinas matematicas foi Johann Gmunden} mestre na
Universidade de Viena. Com ele foi iniciada a tradi-
¢d0 que colocou a Universidade de Viena entre as me-
lhores no ensino de Matematica na Europa. Nesse pe-
riodo nasceu Johann Miiller Regiomontanus que teve
um papel importante para a histéria da trigonometria
modern

Ligado a Astronomia, Regiomontanus, atacou va-
rios problemas discutidos no século XV e XVI, dentre
eles podemos citar a sistematizacio e a generalizagdo
dos métodos de medi¢do de grandezas geométricas por
meio da Trigonometria Plana e Esférica, o aperfeicoa-
mento dos métodos e instrumento de calculo, a elabora-
¢do de tabelas matematicas no sistema decimal, assim
como a transformacdo da Algebra retdrica para a sim-
bolica (BELLIL|1985)). Porém, muitas se suas obras, tais
como De Triangulis Omnimodis Libri Quinque (1533),
Tabulae directionum et profectionum (1490), Tabulae
primi mobilis ( 1468), estava diretamente lidados a Ma-
temadtica e principalmente a Trigonometria.

Johann Gmunden (~ 1380 — 1442) foi um matemdtico e astro-
nomo austriaco. Lecionou na Universidade de Viena em que seu su-
cessor foi Peuerbach. Escreveu sobre tabelas planetdrias e Calendé-
rios. O aster6ide Johannesgmunden foi nomeado em sua honra.

12Mais detalhes em [Pereiral (2010)

Em seu tratado De Triangulis Omnimodis Libri
Quingue composto por cinco livros no total de 131 pagi-
nas, ele sistematiza todos os conceitos de Trigonometria
Plana e Esférica, trazendo uma linguagem atual, acar-
retando seu uso por diversos astronomos posteriorer,
tais como: Nicolaus Copérnico (Polonia: 1473-1543),
Georg Joachim von Lauchen Réticos (Austria: 1514 —
1574) e Pedro Nunes (Portugal: 1502 - 1578).

Conceitos de seno, lei dos senos, lei dos cossenos,
entre outros, sdo largamente citados na obra De Trian-
gulis, fazendo um tratamento de aplicagio voltado para
a Astronomia. Um exemplo dessa linguagem € o con-
ceito de seno.

O seno, na época de Regiomontanus, difere ligei-
ramente da definicdo da funcdo seno de hoje. O seno,
como usado em sua obra, é uma perpendicular tragada
de uma extremidade de um arco de um circulo para o di-
ametro que foi tracado pela outra extremidade do arco.
O seno reverso € a parte do didmetro entre o pé daquela
perpendicular ou o seno e o arco. O seno do comple-
mento do arco é o seno da diferenca entre o arco € um
quadrante; consequentemente, se 0 arco € menor que
90°, o complemento do arco é 90° menos os graus do
arco, mas, se o arco € maior que 90°, o complemento é
levado a ser os graus do arco menos 90°. Vale ressaltar
que o teorema 20 do livro I mostra a defini¢do do seno:

Teorema 20: Em todo tridngulo retdngulo, um dos quais
o vértice agudo € o centro de um circulo e cuja [hipote-
nusa] € seu raio, o lado que subtende a este angulo agudo
¢é o seno reto do arco adjacente ao lado oposto ao angulo
dado, e o terceiro lado do tridngulo € igual ao seno do
complemento do arco.

Esquematizando... Se o tridngulo retingulo AABC' é
dado com C' o angulo reto e A um angulo agudo, em
torno do vértice do qual o circulo BE D ¢ descrito com
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a hipotenusa - que €, o lado oposto ao maior angulo - com
o raio, e se o lado AC' ¢ estendido suficientemente para
encontrar-se com a circunferéncia do circulo no ponto F,
entdo o lado BC oposto ao ZBAC € o seno do arco BE
que subtende ao angulo dado, e além disso o terceiro lado
AC é igual ao seno reto do complemento arco BE.

Demonstracao Estenda o lado BC para encontrar a cir-
cunferéncia do circulo no ponto D. Do ponto A, o centro
do circulo, trace um raio AK paralelo ao lado BC, e do
ponto B trace uma corda BH paralela ao lado AC. As
duas linhas BH e AK necessariamente se interceptam,
devido os angulos ABH ¢ BAK serem agudos, € isso
acontece no ponto GG. Consequentemente, como o raio
AF intercepta a corda BD perpendicularmente devido
o LACB reto, [AFE] bissecta ambos a corda BD, de
acordo com o Teorema 3 do livro III dos Elementos de
Euclides, e 0 arco BD, de acordo com a Teorema 29 do
livro III dos elementos de Euclides. Assim, apenas pela
defini¢do a linha inteira BD € a corda do arco B D, entdo
também [pela defini¢ao] sua metade, isto € a linha BC, é
o seno do arco-metade B E oposto ao ZBAE, ou BAC.
E este € o que a primeira parte do teorema afirma.

K
B _\H
G
A

A segunda parte é mostrada para ser verdade se for pri-
meiro compreendido que, pela Proposi¢do 34 do Livro I
dos Elementos de Euclides, 0 ZAG B ¢é um angulo reto,
entdo o raio AK bifurca a corda BH e seu arco, como
mencionado acima. Consequentemente, através da de-
fini¢@o, a linha reta BG € o seno de arco BK. Além
disso, a linha BG ¢ igual ao lado [AC] do AABC pela
Proposi¢do 34 do Livro I dos Elementos de Euclides de-
vido a drea de AGBC ser limitada por linhas paralelas.
Mas o ZCAG, ou EAK, é um angulo reto pela Pro-
posi¢do 29 do livro I dos Elementos de Euclides, devido
a linha BC ser paralela a AG. Consequentemente pela
ultima Proposi¢do do Livro VI dos Elementos de Eucli-
des, o arco EK ¢ mostrado para ser um quadrante da
circunferéncia. Consequentemente, o arco BK estd de-
finido como o complemento do arco BE, e o seno BG
[do arco BK'] ha pouco foi mostrado como sendo igual
ao lado AC. E assim ambas as partes do teorema foram
provadas. (REGIOMONTANUS; HUGHES| 1967, p. 58
- tradug@o nossa) - Grifo nosso.

No Teorema 20, Regiomontanus utiliza a defini-
¢do apresentada no inicio do Livro I: Quando o arco
e a corda sdo bissectados, nds chamamos aquela meia-
corda de seno reto do arco metade (REGIOMONTA-

NUS; HUGHES| 1967, p. 30-31) para embasar a de-
monstracdo de seu teorema. Ele toma o raio do cir-
culo trigonométrico igual a 1, e ou seja, definindo o
senBAC = BC. Ele ainda utiliza o termo “seno reto
do complemento do arco BE”, em que se refere ao cos-
seno do angulo BAC, sendo cosBAC' = AC

6 CONSIDERACOES FINAIS

A trigonometria, ciéncia que € estudada na Educagdo
Bésica e Superior, pouco é apresentada aos estudantes
conceitos oriundos de seu desenvolvimento histdrico.
Muito do que € apresentada nos atuais livros didaticos
s6 se remete ao estudo de fungdes circulares, ou seja,
somente cerca de cinco séculos de histdria.

Outro ponto € o descaso dos curriculos escolares em
relacdo a Trigonometria Esférica. Ela, conhecida em
alguns cursos do Ensino Superior, e desconhecida para
os alunos do Ensino Fundamental e Médio, atualmente,
estd atrelada a disciplina basica dos cursos técnicos ou
das engenharias ligadas a: Cartografia, Astronomia, en-
tre outros.

No curso de Bacharelado em Matemadtica no Bra-
sil, uma disciplina que aborda a Trigonometria Esférica
é a Geometria ndo-Euclidiana, no estudo da Geometria
Eliptica. Porém, na formacao do professor de Matema-
tica, ou seja, nos cursos de Licenciaturas, numa pes-
quisa realizada em 2005, por Barreto e Tavares| (2007,
p. 2) das 47 Institui¢des de Ensino Superior brasileiras
pesquisadas por eles, somente cinco abordavam concei-
tos de Geometrias ndo-Euclidianas nas suas matrizes
curriculares, consequentemente o estudo de tridngulos
esféricos. Isso nos leva a concluir que a Trigonometria
Esférica estd perdendo lugar no ensino de Matematica.

Desse modo, consideramos é necessdrio uma abor-
dagem diferenciada da histéria da trigonometria, nao
remontando a fatos, datas e biografias, mas envolvendo
conceitos trigonométricos desenvolvidos ao longo da
histéria que ainda sdo tratados em sala de aula.
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