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Abstract. In this paper, it is developed a method of research known as content analysis taking as its
theme the approach to the use of software CAS Maple which is a tool to the teaching of Abstract Algebra.
In this study, it is pointed out some examples of group structure applications, particularly the symmetric
groups, symbolized by S,,. The Maple software works on various branches of Mathematics, particularly
in Abstract Algebra. The program has a package named group, which allows the users to perform various
operations with symmetric groups S,,. Given a permutation group, it is possible from the package group
to calculate its order |G|, list all its elements; find the parity of a permutation given; determine whether G
is abelian; view a permutation as a product of cycles disjoint; determine the inverse of a permutation o~ *
and other operations. Based on the situations discussed, we indicate potential elements which establish
a link between the use of the program and the teaching of this subject in the classroom.
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Resumo. Desenvolve-se neste artigo um design de investigacdo, conhecido como andlise de conteudo
envolvendo um tema relativo 2 abordagem sobre o uso do software CAS Maple para o ensino de Algebra
Abstrata. Apresentam-se exemplos de aplicagdes no caso da estrutura de grupo, em especial os grupos
simétricos, simbolizados por S,,. O software Maple proporciona a realizagdo de aplicagdes em varios
ramos da Matemética, de modo particular na Algebra Abstrata. O referido programa possui um pacote
denominado group, que permite efetuar diversas operagdes com os grupos simétricos S,,. Dado um
grupo de permutacdes G é possivel, a partir do pacote group, calcular sua ordem |G|; listar todos os
seus elementos; encontrar a paridade de uma permutagdo dada; determinar se G é abeliano; exibir uma
permutacdo como um produto de ciclos disjuntos; determinar a inversa de uma permutacio o~ ! , dentre
outras. Com base nas situacdes discutidas, indicam-se elementos que detém o potencial de envidar a
transposi¢do didatica em sala de aula para o ensino deste conteudo.

Palavras chaves: Algebra abstrat; Soffware Maple; Ensino; Grupos simétricos

Introducéo

- como para ensinar praticamente qualquer assunto -

O presente artigo apresenta uma proposta de abordagem
sobre o uso do software Maple no ensino da disciplina
de Algebra Abstrata dos cursos de Licenciatura em Ma-
temadtica, tendo como objeto de estudo os exemplos de
aplicacdes envolvendo os grupos simétricos simboliza-
dos por S, .

Partimos do ponto de vista que cada vez mais as
tecnologias digitais, como o uso do computador, es-
tao presentes no ambiente educacional e, nesse sentido,
Valente| (1993) explica que "na educa¢do o computa-
dor tem sido utilizado tanto para ensinar sobre com-
putacdo - ensino de computagdo ou computer literacy

ensino através do computador”. Além disso, levamos
em consideracdo que o Maple trata-se de um programa
computacional de féciﬂ utilizagdo, por possuir uma lin-
guagem simples e direta, podendo, desta forma, ser le-
vado para a sala de aula.

No artigo intitulado Grupos de Permutagdes com
o Maple, |Andrade| (2003) mostra através de vdrios
exemplos, como o Maple pode ser usado em situagdes
que envolvam os grupos de permutacdes. Tais exem-
plos podem proporcionar significacdes diferenciadas,
por exemplo, na disciplina de Algebra Abstrata, a qual

IRefere-se apenas ao pacote group do software Maple.

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 7, n. 3, p. 25-35, nov. 2013 25


fregis@ifce.edu.br

ENSINO DE ALGEBRA ABSTRATA COM AUXILIO DO SOFTWARE MAPLE: GRUPOS SIMETRICOS S,

proporciona o contato do graduando em Matematica
com conceitos abstratos e que detém, até certo grau,
um cardter de ineditismo. Neste sentido, para Franco
(2011, p.31) "em Algebra, conceitos como anéis e gru-
pos tendem a ser complexos para os estudantes, haja
vista a necessidade de abstracdo e representacio exigi-
das para a compreensdo dessas estruturas matematicas".
De acordo ainda com [Dubinsky et al.| (1994 apud |AL-
BUQUERQUE/ |2005), p. 19), existem pesquisas na li-
teratura que "confirmam que a teoria dos grupos € vista
por professores e alunos em grande maioria como um
dos assuntos mais dificeis da graduagdo."A partir des-
tas reflexdes, decidimos elaborar este artigo.

O problema central deste artigo consiste, entdo, em
propor o uso de uma ferramenta que auxilie na compre-
ensdo dos conceitos e resultados que constituem a teoria
dos grupos por parte de alunos do curso de Licenciatura
em Matemadtica. No nosso caso, apoiaremos nossas ar-
gumentagdes com referéncia ao uso do software Maple.

Apresentaremos uma possibilidade de contribuicio
para o ensino da disciplina Algebra Abstrata a partir de
nossas investigagdes a respeito do uso do software Ma-
ple no caso dos grupos simétricos .S,,, vislumbramos
que este software possa ser concebido como uma fer-
ramenta auxiliar para uso de professores e alunos dos
cursos de Licenciatura em Matematica.

Os resultados tedricos apresentados neste artigo fo-
ram obtidos com base nas etapas de investigagcdo pre-
vistas em um design da metodologia conhecida como
andlise de contetddo proposta por Bardin| (1977). A ra-
730 da escolha desta metodologia teve origem no fato de
estarmos numa etapa preliminar de investigagdo. Desta
maneira, restringir-nos-emos a uma ag@o investigativa
que ndo contempla dados empiricos.

Desse modo,veremos neste artigo que o software
Maple permite algumas aplicagdes com os grupos si-
métricos S, . Com o software Maple é possivel realizar
desde tarefas mais simples por exemplo escrever uma
permutacdo como produto de ciclos disjuntos, como
também, realizar tarefas sofisticadas, tais como decidir
se um determinado grupo simétrico .S,, é normal, de ma-
neira que todas estas tarefas sejam realizadas com o em-
penho de um menor tempo do que o necessdrio quando
efetivadas sem o auxilio de um recurso computacional,
com arrimo aos instrumentos lapis e papel.

Ao final desta investigacao, pretendemos verificar se
o software Maple pode se visto como uma ferramenta
eficiente e poderosa para tornar as aulas diferenciadas,
auxiliando no ensino da disciplina de Algebra Abstrata.
Iniciaremos nossa discussdo fazendo uma sintese his-
tdrica sobre a descoberta e constru¢do do conceito de
grupo abstrato com o intuito de mostrar sua importancia

para a Matemdtica. Em seguida, ap6s delimitar alguns
conceitos basicos da teoria dos grupos necessarios para
o entendimento do nosso trabalho, exibiremos exem-
plos de aplicacdes obtidos com o software Maple.

2 METODOLOGIA

Organizamos o nosso estudo de acordo com as trés eta-
pas de investigagdo prevista por Bardin| (1977), no que
concerne a metodologia nominada andlise documental.
As referidas etapas sao constituidas por pré-andlise; ex-
ploragc@o do material; tratamento dos resultados, segui-
dos da inferéncia e interpretacéo.

De modo preliminar, foi realizada uma leitura de
documentos que permitiu um primeiro contato com o
tema deste artigo, proporcionando uma andlise e co-
nhecimento dos textos, que foi se tornando mais su-
cinta & medida que foram consideradas aplicacdes em
outros materiais semelhantes, como por exemplo, o uso
do Maple em outros ramos da Matematica como o Cal-
culo Diferencial e Integral em Uma a Vdrias Varidveis
(ALVES| 20125 |ALVES],2013). Foi possivel, nesta fase
da pré-andlise compreender o uso do Maple como uma
ferramenta que pode ser utilizada num ambiente de sala
de aula.

Em seguida, partimos para a escolha do material a
ser utilizado em nossa andlise que, no nosso caso, se
deu a partir do objetivo ensejado. Nesta fase da pré-
andlise, Bardin| (1977, p. 96) sugere que depois que o
universo de documentos € demarcado, deve-se conside-
rar a constituicdo de um corpus que ele define como
sendo "o conjunto dos documentos tidos em conta para
serem submetidos aos procedimentos analiticos". [Bar-
din| (1977, p. 97) assinala ainda que para a constitui-
¢do de um corpus devem ser consideradas as seguintes
regras: regra da exaustividade; regra da representativi-
dade; regra da homogeneidade e, por fim, a regra da
pertinéncia.

O universo de documentos que demarcamos
constitui-se de artigos académicos (ANDRADE]| 2003),
livros de introducdo a Algebra Abstrata (GONCAL-
VES| 2012), bem como seu papel na histéria da Mate-
matica (BOYER) 1974), livros de instrugdo sobre o uso
do Maple e sitios eletronicos que tratam deste software.
Posteriormente, obedecendo as regras da constitui¢do
do corpus, adotamos a seguinte sistemdtica:

® Regra da exaustividade: consideramos os varios
textos que abordavam o software Maple como fer-
ramenta auxiliar para o ensino de Matematica.
Além dos textos que faziam mencao as aplicagdes
deste software na Algebra Abstrata e livros que tra-
tam desta drea da Matematica.
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® Regra da representatividade: de acordo com esta
regra podemos realizar a andlise a partir uma
amostra do material se este se prestar a essa pos-
sibilidade. Em nosso estudo, demos mais atencao
ao material referente ao uso do Maple na Algebra
Abstrata mantendo nosso foco para as aplicacdes
deste software no caso dos grupos simétricos , que
constituem um caso especifico desta drea da Mate-
matica, mas que podem auxiliar na compreensdo
de outras estruturas algébricas uma vez que en-
globam vdrios conceitos importantes da teoria dos
grupos. Além disso, os grupos simétricos sao con-
siderados como uma das estruturas algébricas mais
importantes dentre os grupos.

® Regra da homogeneidade: Em nosso estudo, os
documentos submetidos para a andlise obedecem
também a esta regra que recomenda a escolha a
partir de critérios precisos € que nio apresentem
singularidade fora destes critérios. Em outras pa-
lavras, os documentos por nds retidos giram em
torno do Maple como ferramenta auxiliar no en-
sino da Algebra Abstrata.

e Regra da pertinéncia: |Bardin (1977, p. 98) evi-
dencia que esta Ultima regra nos permite conside-
rar os documentos que equivalem ao objetivo que
suscita a analise. No nosso caso, podemos desta-
car que os documentos retidos a respeito do uso do
Maple contribuiram para nosso objetivo esperado.

Dentro da pré-andlise, encontramos também a fase
de formulacdo de hipdteses e objetivos. Em nosso
estudo ndo nos apoiamos em hipéteses levando-se
em considera¢do que "ndo é obrigatdrio ter-se como
guia um corpus de hipdteses, para se proceder a and-
lise"(BARDIN| [1977 p. 98). Quanto ao nosso obje-
tivo, este consiste em investigar como o uso do Maple
pode ser tomado como uma ferramenta auxiliar para o
ensino da disciplina de Algebra Abstrata no caso dos
grupos simétricos S,.

Ainda na pré-andlise, contamos com a fase de re-
ferenciacdo dos indices e a elabora¢do dos indicado-
res. Esta fase, conforme Bardin| (1977, p. 99), se da
em fungdo das hipéteses, caso tenham sido determi-
nadas a priori, isto é, quando considerados os textos
como uma manifestacdo de indices que irdo tornar a
andlise expressiva, estes devem ser escolhidos e orga-
nizados em indicadores. Em nosso estudo, tais indices
corresponderam a fécil utilizagcdo do pacote group do
software Maple, reforcando o objetivo ao qual direcio-
namos nosso olhar. Quanto aos indicadores, contamos
principalmente com a linguagem que o software utiliza
e o tempo decorrido durante a execucao dos comandos.

Finalmente, concluimos esta etapa da pré-andlise
com a fase da preparacdo do material. Bardin| (1977,
p. 100) esclarece que "trata-se de uma preparagdo mate-
rial e, eventualmente, formal (edi¢cao)". Pensando nisto,
reescrevemos tudo aquilo que seria utilizado em nossa
producdo textual, levando em conta ainda o que Bardin
(1977, p. 101) recomenda sobre o tratamento informa-
tico quando diz que "os textos devem ser preparados e
codificados segundo as possibilidades de leitura do or-
denador e segundo as instru¢cdes do programa".

Concluida a pré-andlise, passamos para a segunda
etapa: a explorag@o do material. Segundo Bardin/(1977|
p. 101) deve-se, aqui, administrar sistematicamente
as decisdes tomadas na etapa anterior. Dessa forma,
procuramos estabelecer uma organizacdo a respeito da-
quilo que seria levado em considera¢do: no contexto
histérico; nos conhecimentos necessarios para a com-
preensio das aplicacdes do Maple na Algebra Abstrata,
bem como ainda, as informagdes relevantes sobre a
apresentacdo do Maple e comandos especificos.

Na terceira etapa de nossa investigacdo, realizamos
o tratamento dos resultados obtidos e interpretacdo.
Nossos resultados referem-se aos exemplos de aplica-
¢des do software Maple no caso dos grupos simétricos
S, tais exemplos foram analisados e interpretados par-
tindo do possivel pressuposto de que poderiam ser abor-
dados em sala de aula, com vistas ao ensino de um curso
introdutério de Algebra Abstrata. Ainda nesta etapa,
Bardin| (1977, p. 101) afirma que "o analista podera
ainda realizar inferéncias caso tenha a disposicao resul-
tados significativos". Em relacdo a isto, considerare-
mos que, diante da simplicidade da utilizag@o do pacote
group do software Maple, poder-se-ia também pensar
na utilizacdo deste software em sala de aula.

3 CONTEXTO HISTORICO

As contribui¢des para a descoberta e construg@o do con-
ceito de grupo abstrato se deram por parte de varios ma-
tematicos dentre os quais podemos destacar Leonhard
Euler (1707 - 1783), Joseph L. Lagrange (1736 - 1813),
Karl. F. Gauss (1777 - 1855), Niels H. Abel (1802 -
1829), Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) e Arthur
Cayley (1821 - 1895), mas segundo Boyer| (1974, p.
432) as que mais se sobressaem se devem a Evariste
Galois (1811 - 1832). Galois ndo teve seu trabalho re-
conhecido em vida, somente anos apds sua morte suas
descobertas vieram a piblico dando origem ao que hoje
conhecemos como Teoria de Galois.

De acordo com Boyer| (1974} p. 433) "Galois ini-
ciou seus estudos a partir dos trabalhos de Joseph L.
Lagrange sobre permutacdo de raizes de uma equagao
polinomial”. Lagrange, por exemplo, havia demons-
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trado que a ordem de um subgrupo divide a ordem de
um grupo.

E. Galois ficou impressionado com a demonstra-
¢do de Niels H. Abel sobre a irresolubilidade de uma
equagdo de grau cinco e desenvolveu a ideia de grupo
ao descobrir "que uma equacio algébrica irredutivel é
resolivel por radicais se e sO se seu grupo € resold-
vel"(BOYERL[1974] p. 433).

Outros varios matematicos também deram signifi-
cantes contribui¢cdes para o desenvolvimento do con-
ceito de grupo. De acordo com [Katz|(1998|apud | BUSS-
MANNI 2009, p. 38), as primeiras nogdes sobre grupo
tiveram origem nos trabalhos de Leonhard Euler que em
seu Tratado da Doutrina dos Numeros de 1750, define
o conceito de congruéncia médulo, e percebe que ao
dividir um nimero a por um nimero d existem d pos-
sibilidades para o residuo r, que podem ser separados
em classes de restos. "[...] as ideias basicas da teoria
de Grupos sdo evidentes na discussdo de residuos, de-
senvolvidas por Euler, de uma série em uma progressao
aritmética 0, b, 2b, ..., [...]"(KATZ, |1998| p. 618).

Além de Euler, podemos mencionar ainda os traba-
lhos de Lagrange, que segundo Milies| (2004, p. 39) foi
quem iniciou os primeiros estudos sobre permutagdes
em suas pesquisas sobre resolugdo de equacgdes algé-
bricas em 1770, e os de Niels H. Abel, que deu conti-
nuidade a pesquisa de Lagrange. De acordo com |[Eves
(2011l p. 533) "Abel publicou um famoso artigo em
1824, onde demonstrou que as equacdes de grau cinco
ndo tinham solu¢do por meio de radicais, resolvendo,
dessa maneira, um problema que ocupara por séculos
tantos outros matematicos".

Boyer| (1974, p. 433) sublinha que Gauss estabele-
ceu a solucdo para a equacio a,x" +a,, = 0 em termos
de operagdes racionais e raizes quadradas dos coeficien-
tes em seus critérios para construcio de poligonos regu-
lares, e que este resultado foi mais tarde generalizado
por Galois, que forneceu critérios para a resolubilidade
da equagio agz"+az(" Y +..tap-_nzta, =0em
termos de operagdes racionais e raizes n-ésimas de seus
coeficientes. [Boyer| (1974, p. 433) acrescenta ainda
que "Galois tinha como principal objetivo determinar
quando uma equagao polinomial tinha solu¢ao por meio
de radicais".

Milies| (2004, p. 39) evidencia que Augustin Louis
Cauchy foi quem percebeu a importincia da ideia de
grupo de permutacdes desenvolvida por Galois, tendo
escrito varios artigos a respeito entre o periodo de 1844
- 1846. De acordo ainda com Milies| (1992 apud [BUS-
SMANN] 2009, p. 41) Cauchy definiu permutagdes ci-
clicas, transposicdes, produto de duas substituicdes e
grau de uma substitui¢do, e inclusive uma notagdo para

permutacdes utilizada até hoje. Os trabalhos de Cauchy
serviram de inspiracdo para Arthur Cayley.

Milies| (2004} p. 39) explica que o matemadtico que
deu a primeira defini¢do de grupo foi Arthur Cayley
(1821-1895), salientando ainda que Cayley "sabia ver
a generalidade por trds dos exemplos particulares". Os
trabalhos de Cayley contribuiram para o desenvolvi-
mento da Teoria dos Numeros e para a axiomatizagdo
do conceito de grupo. Milies| (2004, p. 40) argumenta
que:

Ao definir a no¢do de grupo abstrato, Cayley
usou uma notacao multiplicativa e, para frisar
o fato de que num grupo estd definida apenas
uma Unica operacgdo, ele observa que no seu
conjunto, os simbolos + e 0 ndo t&€m nenhum
significado (MILIES] 2004, p. 40).

Boyer|(1974, p. 434) afirma que o conceito de grupo
foi essencial para o aparecimento das ideias abstratas
na primeira metade do século dezenove. O autor evi-
dencia que os trabalhos de Galois sobre resolucdo de
equacdes algébricas foram considerados ndo apenas pe-
los seus resultados especificos, mas especialmente pela
natureza de uma estrutura algébrica que Galois denomi-
nou pioneiramente de grupo.

Podemos considerar que durante o periodo de cons-
trucdo do conceito de grupo abstrato, os matemadticos
envolvidos neste processo ndo contavam com recursos
tecnoldgicos para a realizagdo de seus trabalhos. Volta-
remos nossa atengdo especialmente para o uso do soft-
ware CAS Maple, a fim de mostrar sua eficicia no en-
sino de Algebra Abstrata, para tanto veremos a seguir
alguns conceitos basicos da teoria dos grupos necessa-
rios para a compreensdo das aplica¢des que exibiremos
com o uso deste software.

4 CONCEITOS BASICOS SOBRE GRUPOS

A seguir exibiremos conceitos necessarios para a com-
preensdo dos exemplos de aplica¢des obtidos com os
recursos do software CAS Maple sobre os grupos simé-
tricos S,, . Tais conceitos exercem papel fundante na
secdo referente as aplicacoes.

Definicio 1: Seja G um conjunto munido de uma
operagio bindria * : G x G — G, dizemos que G é um
grupo e denotamos por (G, * , se satisfaz os seguintes
axiomas:

e Associatividade: (a*xb)*xc = ax*(bxc),Va,b,c €
G.

e Elemento neutro: Je € Gtalquea xe = e*xa =
a,Va € G.
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e Inverso: Paracadaa € G,3b € Gtalque a x b =
bxa=e.

E além desses axiomas o grupo também satisfaz o
seguinte axioma: = b * a,Va,b € G. O grupo é deno-
minado grupo abeliano ou comutativo.

Defini¢do 2: Sejam G um grupo e H um subcon-
junto de G, H ndo vazio, dizemos que H é um subgrupo
de GG e denotamos por H < G se H é também um grupo
com a mesma operacdo de G.

Preposicdo 1: Seja Gum grupo e H um subconjunto
de G. As seguintes condigdes sdo equivalentes:

a) H é um subgrupo de G.

b)i) e € H; ii) Va,b € H tem-se ab € H ; iii)
Va € H tem-seal —1) € H.

c)H #0eVa,be Htem-seab™' € H.

Dem.: Ver|Goncalves| (2012} p. 126).

Definicdo 3: A cardinalidade de um grupo G é de-
nominada de ordem do grupo G.

Notagdo: |G|;

Teorema de Lagrange. Se G € um grupo finito e H é
um subgrupo de G entdo |H| é um divisor de |G|, (isto
é, a ordem de H é um divisor da ordem G).

Dem.: Ver|Goncalves| (2012} p. 134).

Defini¢do 4: Sejam G um grupo e H um subgrupo
de G. Dado a € (G, chamamos de classe lateral a es-
querda de G com relagdo a G ao conjunto

aH = {ah/h € H} )]

Analogamente, denominamos de classe lateral a di-
reita de G com relagdo a H ao conjunto

Ha =ha/h € H ()

Defini¢do 5: Sejam G um grupo e H um subgrupo
de GG denotamos por

G/H == {gH/g € G} 3)

o conjunto das classes laterais a esquerda de G com
relagdo a H.

Defini¢do 6: Sejam G um grupo e H um subgrupo
de G se H € um subgrupo normal de G, entdo sio equi-
valentes as seguintes afirmativas:

YaHao '=H

ii)aH = Ha

5 GRUPOS SIMETRICOS &,

Defini¢do 7: Seja X # () um conjunto ndo vazio, o
conjunto

S(X)={f:X — X/f sejabijetiva}  (4)

com a operag¢do composi¢ao de fun¢des € um grupo, de-
nominado grupo de permutagdes ou grupo simétrico de
X. Em particular, se X = {1,2,3,...,n} é um con-
junto finito denotaremos por S, o grupo de permuta-
¢des S(X). O ndmero de elementos de S,, é dado por
nl.

Os elementos f € S,, costumam se representados
na forma matricial

( 1 2 3 ... n ) )
f) f2) 3 . fln)

Defini¢do 8:Uma permutagdo chama-se permutacdo
ciclica ou ciclo de comprimento k ou ciclo de ordem k,
se aplica a; em as, as em asg, ... , Ax—1 €M ag, a; em
a1, sendo ay, as,...,a,, elementos de X distintos. Este
ciclo denota-se por, (a1, as, ..., ax).

Defini¢do 9: Um ciclo de comprimento £ = 2 re-
cebe o nome de transposigao.

Preposicdo 1: Dois ciclos disjuntos comutam.

Dem.: Ver|lezzi e Domingues| (2003} p. 201).

Preposicéo 2: Toda permutagdo S,,, excecao feita
a permutagdo idéntica, pode ser escrita univocamente
(salvo quanto a ordem dos fatores) como produto de ci-
clos disjuntos.

Dem.: Ver|lezzi e Domingues| (2003} p. 202).

Preposi¢do 3: Se n > 1, entdo toda permutacio de
Sy, pode ser expressa como um produto de transposi-
coes.

Dem.: Ver|lezzi e Domingues| (2003, p. 203).

Teorema 1: As transposi¢des (1 2),(1 3),...,(1 n)
geram S,,.

Dem.: Ver|D’ Azevedo| (2001} p. 7).

Defini¢do 10: Uma permutacdo o € S,, é chamada
par ou impar conforme possa ser expressa por um pro-
duto de um niimero par ou impar de transposigdes.

6 APRESENTACAO DO SOFTWARE CAS MA-
PLE

O desenvolvimento do CAS Maple teve inicio em 1981
na Universidade de Waterloo no Canadd e a partir de
1988 passou a ser comercializado pela empresa cana-
dense Maplesoft.

O software CAS Maple desenvolvido inicialmente
para a resolug@o de problemas de cardter matematicos
também pode ser visto como uma ferramenta pedagé-
gica para o ensino de Matemadtica. Sua utilizacdo en-
volve temas variados na Matematica, alguns mais bdsi-
cos, como simplificagdo de uma expressdo algébrica, e
outros mais avancados, como célculo diferencial e inte-
gral, equagdes diferenciais, construcio de gréficos pla-
nos e tridimensionais, estruturas algébricas, entre ou-
tros (ANDRADE, 2003).
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O software Maple conta com vdrios pacotes, tratare-
mos especialmente do pacote group, este é utilizado em
situagdes que envolvem os chamados grupos simétricos
Sh.

A seguir, apresentaremos os comandos do pacote
group que nos possibilitam resolver problemas de es-
truturas algébricas. Antes disso, vejamos como utilizar
esse pacote:

e Os grupos com o0s quais trabalharemos devem ser
grupos de permutagdes;

e Os elementos do grupo de permutagdes devem ser
fornecidos como produto de ciclos disjuntos. Um
grupo de permutagdes pode ser definido da se-
guinte forma:

permgroup (grau, {geradores})

"O Maple interpreta uma lista [aq, ag, ..., a,] for-
mada com os inteiros de 1 a n como sendo uma permu-
tagdo f de S, na qual f(i) = a;"(ANDRADE, |2003).

Depois de iniciar o Maple, podemos listar os co-
mandos do pacote group, basta digitar um with(group);
como € visto na figura 1.

Pt with(group)
o) Deriveds, LCS, NermalClosure, RandElement, SnConjugates, Sylow, areconjugate, center, centralizer, (1)

core, cosets, casrep, derived, elements, groupmember, grouporder, inter, imperm, isabelian, ismormal,

issubgroup, mulperms, normalizer, orbit, parity, permrep, pres, transgroup

Figura 1: Comandos do pacote group do software Maple.

O pacote group do Maple conta com os seguintes
comandos:

areconjugate], group [core] ,
DerivedS], groupl[inter],
issubgroup], group[normalizer],
pres], groupl[transgroup],
center], grouplcosets],
elements], group[invperm],
LCS], grouplorbit],
RandElement],

group
group
group
group
group
group
group
group

— o/ — o/ /e

Transitive Groups Naming Scheme,
group[centralizer], groupl[cosrep],
group [groupmember], group[isabelian],
group [mulperms], groupl[parityl,

group [SnConjugates], type/disjcyc,
converter / disjcyc,

converter / permlist,

group [derived], group [grouporder],
group[isnormal], group[NormalClosurel],
group [permrep] e group[Sylow].

Neste artigo, € discutida a utilizagdo do Maple no
ensino de Algebra Abstrata, com o intuito de mostrar a
eficicia deste software no ensino desta disciplina.

7 EXEMPLOS DE APLICACOES UTILIZANDO
O PACOTE GROUP DO CAS MAPLE: GRU-
POS SIMETRICOS S5,

Selecionamos alguns comandos do pacote group, apre-
sentado anteriormente, para mostrar exemplos de apli-
cacdes do CAS Maple envolvendo os grupos simétri-
cos S,,. Os comandos que exibiremos foram escolhidos
com base nos seguintes critérios: facil compreensdo e
utilizagdo, tornar determinadas tarefas mais rdpidas e
referirem-se a conceitos de um curso introdutério de
Algebra Abstrata.

Iniciaremos com o comando convert / disjcyc que
permite converter uma permutagdo como produto de ci-
clos disjuntos, vejamos um primeiro exemplo:

7.1 Exemplo 1

. 1234567 -
Seja o = ( 3657124 > € S, utilizando o comando

convert / disjcyc, obtemos:

> convert([3,6,5,7,1,2,4],"disjcyc’)
>[[1,3,5],12,6],104,7]]

E facil obter esta representacdo sem o amparo de
um recurso computacional, ndo obstante, quando con-
sideramos um grupo simétrico .S,, de grau n >> 1,
o trabalho aumenta de modo consideravel. Utilizando
o comando convert / disjcyc o tempo de obtengdo
do resultado pode ser otimizado. De fato, vejamos os
exemplos a seguir:

7.2 Exemplo 2
Seja , obtemos com o Maple o seguinte resultado:
> convert ([5,16,6,7,1,2,4,11,12,

9,10,8,19,18,13,20,15,17,14, 3],
"disjcyc’)
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B = (12 345678 9 1011121314151617181920)!ES
516671241112 9 10 8 19181320151714 3 20

>[[1,5],[2,16,20,3,6],[4,7],
(8,11,10,9,121,113,19,14,18,17,151]

7.3 Exemplo 3

Seja, como denota o Maple, a permutacdo
o =

(1,5,3,8,9,4,2,6,7,11,16,13,12,10, 14,
17,15,20,18,24,19,26,21,23,30,29,22,
25,27,28,50,45,49,31,37,46,43,38,32,
47,40,35,33,39,36,34,41,42,44,48],

com « € S50.
Utilizando o convert / disjcyc, obtemos o resul-
tado apresentado na figura 2.

[e—

Figura 2: Exemplo de aplicagdo do comando convert/disjcyc do pa-
cote group do software Maple.

Dado um grupo simétrico S,,, a medida que o grau n
aumenta, torna-se mais exaustivo escrever, sem o auxi-
lio de um instrumento computacional, uma permutagcdo
pertencente a este grupo como um produto de ciclos dis-
juntos, entretanto, vimos nos exemplos 2 e 3 que com
0 uso do comando convert disjcyc esta tarefa pode ser
executada com o uso de um menor tempo.

E possivel realizar o processo inverso, isto €, dado
um produto de ciclos disjuntos, podemos escrevé-
lo como uma lista que representa a permutacio cor-
respondente, para tanto devemos utilizar o comando
convert | permlist. Vejamos os préximos exemplos:

7.4 Exemplo 4

Seja o produto de ciclos dado por (23)(517), que re-
presenta uma permutacdo do grupo simétrico de grau

sete. Fornecendo o grau do grupo de permutagdes e uti-
lizando o comando convertc / permlist, obtemos:

> convert ([[2,3],[5,1,711,
"permlist’,7)
> [7,3,2,4,1,6,5]

7.5 Exemplo 5

Seja v € Srp, onde 7y é representada pelo produto

(32) (517) (6812) (303648) (574254)
(676570),

novamente com o comando convert / permlist, obte-
mos:

>convert ([[3,21,[5,1,7]1,16,8,1217,
[30,36,48]1,[57,42,54]1,[67,65,7011,
"permlist 7, 70)
>17,3,2,4,1,8,5,12,9,10,11,6,13,14
,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,
26,27,28,29,36,31,32,33,34,35,48,37,
38,39,40,41,54,43,44,45,46,47, 30,
49,50,51,52,53,57,55,56,42,58,59,
60,61,62,63,64,70,66,65,68,69,67]

Assim como o comando convert / disjcyc acelera
0 processo de escrever uma permutagdo como produto
de ciclos disjuntos, o comando convert / permlist
também torna mais rapido o processo inverso. E possi-
vel, a partir do comando mulperms, efetuar uma compo-
sicdo de duas permutacdes dadas, que devem ser forne-
cidas como produto de ciclos disjuntos, como veremos
a seguir:

7.6 Exemplo 6
Sejam § = 1234567 [ 1234567 .
J =\ 4127653 ~ \ 2354167

mutagdes pertencentes ao grupo .Sy, vamos primeira-
mente escrever cada uma como produto de ciclos dis-
juntos:

> convert([4,1,2,7,6,5,3],"disjcyc’)
[11,4,7,3,21,105,61]

> convert([4,6,5,1,7,2,3],"'disjcyc’)

> [[1,4]1,1[2,6],103,5,71]

Finalmente, utilizando o comando mulperms obte-
mos:

> with (group)
> mulperms([[1,
[2,6]1,[3,5,711)
> [[2,4,3,6,7,5]]

1,4,7,3,2],15,611, [[1,4],
]
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7.7 Exemplo 7

Sejam «, B € Ss, tais que o« =

(1,8,9,4,30,6,13,2,3,10,14,12,7,
11,15,25,19,18,17,20,23,22,21,24, 16,
26,29,28,27,5]

el =

(14,27,6,15,11,9,13,2,3,10,1,12,7,
30,4,25,18,19,17,20,23,22,21,24,1¢6, 26,
5,28,8,29],

temos entdo com Maple o seguinte resultado:

3,2,3,10, 14,12, 7, 11, 15, 25, 19, 18, 17, 20, 23, 22, 21, 24, 16, 26, 29,28, 27, 5

P [(2,8], [3,9), [5.30], [7. 13, [11, 14], [16, 23], [17, 19], [21, 23],

9,13,2,3, 10, 1,12, 7, 30, 4, 25, 18, 19, 17,20, 23, 72, 21, 24, 16, 26, 5, 28, 8, 29,

27,5, 1), [3, 6,91, [4,15], [7, 13), (16.25). [17, 18,19, (21,23 @

[ew—

5,30], [7. 13

8], . 16, 25], 17,
L [3.6,9). [4,15], [7.13

L19], [21, 23], [27, 2011, [[1, 14,30, 29, %,
17,1%,19), [21,23]])

L4l
L [18,25], [ 23

e ((1, 141, (4, 15], (5. 29]. (6, 9], (£, 27], [11,30], (18, 19] @

Figura 3: Exemplo de aplicacdo do comando mulperms do pacote
group do software Maple.

> with (group) :
>convert([1,8,9,4,30,6,13,2,3,10,
14,12,7,11,15,25,19,18,17,20,23,
22,21,24,16,26,29,28,27,5],
"disjcyc’)

> [[2,8],1[3,91,1[5,301,1(7,13],
[11,14]1,([16,25],([17,19],1(21,23],
[27,29]1]

> with (group) :
>convert([14,27,6,15,11,9,13,2,3,
10,1,12,7,30,4,25,18,19,17,20,23,
22,21,24,16,26,5,28,8,291,
"disjcyc’)

> [[1,14,30,29,8,2,27,5,1171,
[3,6,91,14,151,17,131, 116,257,
[17,18,19],[21,23]]

> with (group) :

> mulperms([[2,8],1[3,9],1[5,301],
[7,13]1,[11,141,[16,25],[17,19],
[21,231,127,2911,1[1[1,14,30,29,
8,2,27,5,111,13,6,9],1[4,15],
[7,131,[16,25],1([17,18,19]1,1[21,2311)
> [[1,14]1,1[4,151,1[5,29]1,[6,9],
[8,27],1011,301,[18,19]]
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Utilizando o comando mulperms vimos que a tarefa
de compor duas permutacdes é bastante simples. Vale
ressaltar que, dependendo do grupo simétrico ao qual
pertencam as permutagdes, esta tarefa poderd ndo ser
tao fécil sem o auxilio de um recurso computacional
como o software Maple.

Dada uma permutacdo é possivel encontrar sua in-
versa, para tanto basta utilizar o comando invperm.

7.8 Exemplo 8

Consideremos a

12345678
( 27581436
(12735)(486). Vamos, agora, através do comando
invperm, calcular sua inversa (3 -1

permutacdo  Sejam 3 =

€ Ss, que pode ser escrita como

> with (group) :
> invperm([[1,2,7,3,5]

»14,8,6]11])
> [[1,5,3,7,2],[4,6,8]]

Novamente, a medida que consideramos um grupo
simétrico S,,, com n >> 1, uma estratégia semelhante
a anterior pode se tornar inexequivel sem o amparo
computacional. Vejamos, pois, o0 proximo exemplo:

7.9 Exemplo9

Vamos calcular a inversa da permutacdo do exemplo 2:

> with (group) :
> invperm([[1,5],[2,16,20,3,61,104,7],

[8,11,10,9,121,[13,19,14,18,17,1511)

>[[1,5),[2,6,3,20,16],[4,7],
(8,12,9,10,117,[13,15,17,18,14,19]]

7.10 Exemplo 10

(Higino, 2003, p. 207) Qual € a inversa da permutagdo
o = (12)(35)(789) no grupo Si¢?

> with (group) :
> invperm([[1,2],[3,5],1[7,8,91])
> [[1,2]1,13,51,(07,9,8]]

Se fossemos calcular a inversa destas permutagdes
sem nenhum recurso computacional, empenhariamos
maior esfor¢o, enquanto que, com o comando invperm
o resultado € obtido quase que de imediato.

Podemos também encontrar a paridade de uma per-
mutacdo, isto é possivel com a utilizacdo do comando
parity. Vale observar o uso da defini¢do 12. Quando a
permutacdo é par o comando parity retorna 1, e caso a
permutacdo seja impar retorna -1.
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7.11 Exemplo 11

Seja G < Sy, um grupo cujos geradores sdo (2 3) e
(14). Vamos utilizar o comando RandElement, que nos
permite obter um elemento de GG aleatoriamente, e em
seguida, através do comando parity, vamos determinar
se a permutacdo obtida € par ou impar.

> with (group) :

> pg:=permgroup (4, {[[2,3]],
> a:=RandElement (pg)

> [[2,3,6,5,4]1]

> parity(a)

> 1

[(01,4111}):

7.12 Exemplo 12

Seja H < Ss, um grupo cujos geradores sdo (1 3) e
(2 4 7 5) e novamente utilizando comando RandEle-
ment vamos obter uma permutacgio pertencente a H ve-
rificar determinar sua paridade:

> with (group) :
> pg:=permgroup (8, {[[1,3],

>v:=RandElement (pg)

> [[2,4,7,5]]
> parity (?)
> -1

Para calcular a paridade de v, sem o uso de qualquer
recurso computacional, devemos primeiro escrevé-la
com produto de transposicdes e em seguida contar
quantas transposi¢des foram obtidas. Com o comando
parity isto ndo é necessario. Podemos verificar através
do comando groupmember se uma dada permutagdo «
pertence a um grupo simétrico S,,. Veremos um exem-
plo disto a seguir:

7.13 Exemplo 13

> with (group) :

> pg := permgroup(4,{[[1,4,3,2]1]1}):
> groupmember ([[1,3,2]11,p9)

> false

7.14 Exemplo 14

Seja G < Sg um grupo com (14) e (5372 8) seu ge-
radores, vamos determinar se a permutagio (257 8 3)
pertence a G

> with (group) :

> pg := permgroup (8, {[[1,4],
[5,3,7,811}):

> groupmember ([[2,5,7,8,31],p9)
> false

[2,4,7,351}):

Dado um grupo simétrico S,,, vimos que ¢ facil de-
terminar se uma permutagdo pertence a este grupo, para
tanto devemos fazer uso do comando groupmember.

Através do comando, grouporder € possivel calcular
a ordem de um grupo de permutacdes.

7.15 Exemplo 15

Seja G um subgrupo de Sy, cujos geradores sdo (1, 2, 3)
e (3,4,5,6,7). Utilizando o comando grouporder po-
demos calcular a ordem de G:

> with (group) :

> grouporder (permgroup (7, {[[1,2,3]],
[[3,4,5,6,7111}))

> 2520

Vale ressaltar que estamos considerando neste
exemplo um subgrupo de S7 e ndo o préprio S;, a or-
dem de S; é dada por 7!. Calcular a ordem de S7
sem nenhum recurso computacional € uma tarefa razoa-
vel. No entanto, no caso de um subgrupo de S; para o
qual conhecemos seus geradores o ideal € ter o auxilio
de alguma ferramenta computacional, como o comando
grouporder do software Maple.

Calculada a ordem, em seguida podemos também
gerar os elementos de um grupo de permutacio utili-
zando o comando elements.

7.16 Exemplo 16

Seja G um subgrupo de S; cujos geradores sdo
(1,4)(2,3) e (1,2)(35), o comando group [elements]
permite listar todos os elementos de G:

> with (group) :

> pg := permgroup (5, {[[1,4],
[([1,2],([3,5]11}):

> elements (pg)

(2,311,

> {071, (01, 31, (4, 511, [[2, 5],
(3, 411,001, 2, 3, 4, 511, [[1, 2],
(3, s11, (11, 51,12, 411, [[1, 4],
tz, 311, [[1, 4, 2, 5, 311;

(r1, 5, 4, 3, 211, [I[1, 3, 5, 2, 411}

7.17 Exemplo 17

Seja G um subgrupo de S7 cujos geradores séo (2 3),
(57) e (4 6), vamos entdo através do comando elements
determinar todos os seus elementos.

> with (group) :

> pg := permgroup (7,{[[2,3]],
[[3,5]11}):

> elements (pg)

(s, 711,
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(1,002,3]1],((4,6]]1,[[5,7]1],
31, [4,0]],002,3,[5,7]1,114,6],
11,002,3],[4,61,[5,7]]

7.18 Exemplo 18

Seja o grupo simétrico .Sy, vamos a partir dos comandos
grouporder e elements, respectivamente, determinar a
ordem e listar todos os elementos deste grupo.

> with (group) :

> pg := permgroup (4
(11,311,

[[1,4]]}):

> grouporder (pg)

{rey, 211,

> 24

> elements (pg)

>{[1,001,211, 002,311, [02,411,
[12,311,012,411,1[1(3,411,1[[1,2,311,
[[l 2,411,101,3,211,111,3,411,
(11,4,211,1001,4,311,1[02,3,411,
(12,4,311,111,2,3,411,1011,2,4,311,
[11,3,2,411,1101,3,4,2]11,
(11,4,2,311,1001,4,3,211,
[[1,21,1[3,411,
(11,31,102,411,1011,41,12,311}

Quando consideramos grupos simétricos 5, de grau
n com n >> 1, a tarefa de listar todos os seus elemen-
tos se torna impraticavel. E o caso, entdo, de recorrer
ao uso do comando elements que facilita significante-
mente este processo. O comando issubgroup possibi-
lita verificar se um determinado conjunto H nao vazio
¢ subgrupo de um grupo G, se H for subgrupo de G é
retornado true, caso contrario € retornado false, como
exemplificado a seguir:

7.19 Exemplo 19

Sejam G < Sy cujo gerador é (143 2),e H C G cujo
gerador é (1 2 3). Vamos determinar a partir do Maple
se H < G:

with (group) :
Pg:=permgroup (4, { ’
sg:=permgroup (4, {[[1,3,2]
issubgroup (sg, pg)

false

vV V. V V V

Em algumas situacdes a tarefa de determinar que um
grupo € subgrupo de um outro grupo nio é tdo sim-
ples, uma vez que € necessdrio usar técnicas de de-
monstracdes, como as utilizadas por Goncalves| (2012}
p. 126), que dependendo dos grupos em questdao pode-
se ter mais dificuldades, com o Maple basta saber quem

sao os geradores dos grupos em questao e utilizar o co-
mando issubgroup.

A partir do comando isnormal € possivel determinar
se um dado grupo H é subgrupo normal de um grupo G
(ver defini¢do 6, p. 9), levando em considera¢do que H
devera ser subgrupo de GG. O exemplo seguinte mostra
como isso é possivel:

7.20 Exemplo 20
(ANDRADE, 2003, p. 4)

> with (group) :

> G := permgroup(6,{[[1, 21, [3, 411,
(r1, 411, [([5, 6, 111}):

> H := permgroup(6, {[[2, 31, [5, 611,
[([3, e11, [[1, 41, I[2, 6, 5, 3111}1):

> isnormal (G, H)

> false

Com o comando isabelian podemos saber se um de-
terminado grupo G € ou ndo abeliano, como € visto nos
exemplos adiante:

7.21 Exemplo 21

Sejam G o grupo cujo gerador é (14 3 2) e H cujo gera-
doré (132),com G < Sy H < Sy. Vamos determinar
através do Maple se G e H sao abelianos:

with (group) :
pg:=permgroup (4
sg:=permgroup (4
isabelian (pg)
true

isabelian (sqg)

V V V V V V V

true

7.22 Exemplo 22

Seja G < Sg cujos geradores sdo (1 3),(27) e (3 8):

> with (group) :

> pg:=permgroup (8, {[[1,31],
[[3,811}):

> isabelian (pg)

> false

(2,711,

8 CONCLUSAO

Neste estudo, exibimos exemplos de aplicagdes do soft-
ware Maple a respeito dos grupos simétricos S, que
podem ser explorados em sala de aula.

A respeito dos exemplos discutidos, vimos que,
dado um grupo simétrico .S,,, é possivel com facilidade
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e, com o uso do pacote group do software Maple, des-
crever todos os seus elementos, calcular sua ordem; de-
cidir se um elemento lhe é pertencente; determinar se é
abeliano; verificar sua normalidade, dentre outras ques-
tdes. Desta forma, durante a etapa da pré-andlise, pro-
posta por Bardin (1977), pudemos verificar que, através
do uso do pacote group, no que diz respeito aos gru-
pos simétricos .Sy, foi possivel abordar conceitos e re-
sultados importantes referentes aos grupos abstratos em
geral.

Sem o auxilio de um recurso computacional como
o software Maple, pudemos constatar, durante a fase
de referenciagd@o de indices e elaboragdo de indicadores
proposta por|Bardin|(1977)), que os exemplos discutidos
seriam realizados com maior dificuldade e empenho de
um maior tempo conforme tivéssemos um grupo simé-
trico S, comn >> 1.

Pudemos verificar com facilidade que os coman-
dos do pacote group do software Maple sdo executa-
dos de forma simples, tornando facil a compreensao até
mesmo daqueles que ndo t€ém familiaridade com este re-
curso computacional. Neste escrito, tratamos o Maple
como uma proposta de ferramenta auxiliar no ensino de
um curso introdutdrio de dlgebra abstrata, isto €, como
uma proposta ao professor de nivel superior que queira
acrescentar as suas aulas um lado computacional a fim
de buscar inové-las.

Considerando o que Bardin (1977) sugere na etapa
de tratamento dos resultados, podemos pensar em uma
proxima pesquisa onde seria realizado um estudo sobre
o uso do pacote group do software Maple em sala de
aula.
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