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Resumo. Os trabalhos sobre sequéncias numéricas recorrentes, dentre inimeras aborda-
gens e formas de generalizagio, preservam a atengdo de pesquisadores de varios paises.
O Jpresente trabalho declara interesse pela sequéncia recorrente de 3* ordem que deter-
mina os nimeros de Lichtenberg, cuja denominacdo se deve ao trabalho do matematico
e fisico alemao Georg Christoph Lichtenberg (1742 — 1799). Lichtenberg desenvolveu
uma abordagem e descricio matematica correspondente ao antigo quebra-cabeca dos
‘anéis chineses’. Assim, a partir da constatacdo de inimeras propriedades que permi-
tem correlacionar os nimeros de Jacobsthal com os nimeros de Lichtenberg, pode-se
verificar a descricdo do Tabuleiro de Lichtenberg, a partir da elaboracao de certas regras
de composicao de ladrilhos e novas propriedades aritméticas via ladrilhos previamente
fixados.

Palavras-chave: sequéncia de Lichtenberg; aspectos historicos; sequéncia de Jacobsthal;
tabuleiro e ladrilhos.

ON THE LICHTENBERG 'S SEQUENCE AND
THE APPROACH BY BOARD AND TILES:
MATHEMATICAL AND HISTORICAL ASPECTS

Abstract. Studies on recurring numerical sequences, among numerous approaches and
forms of generalization, retain the attention of researchers from various countries. This
work expresses interest in the 3rd-order recurring sequence that determines Lichtenberg
numbers, named after the work of the German mathematician and physicist Georg Ch-
ristoph Lichtenberg (1742—1799). Lichtenberg developed a mathematical approach and
description corresponding to the ancient puzzle of the *Chinese rings’. Thus, based on
the observation of numerous properties that allow correlating Jacobsthal numbers with
Lichtenberg numbers, it is possible to verify the description of the Lichtenberg grid,
from the elaboration of certain rules for composing tiles and new arithmetic properties
via previously fixed tiles.

Keywords: Lichtenberg sequence; historical aspects; Jacobsthal sequence; board and
tiles.
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SOBRE A SEQUENCIA DE LICHTENBERG E A ABORDAGEM VIA TABULEIRO COM LADRILHOS: ASPECTOS MATEMATICOS
E HISTORICOS

1 INTRODUGAO

Os anéis chineses aparecem como um quebra-cabeca bem conhecido em muitos trabalhos sobre matematica
recreativa (Grimaldi, 2012; Rougetet, 2024). Heeffer e Hinz (2017) explicam que, no contexto europeu e, de modo
especial, no contexto de algumas obras francesas do século XIX, tal quebra-cabega recebeu o nome de ’anéis de
cardan’ como tradi¢do da obra intitulada 'De subtilitate’ elaborado por Girolamo Cardano (1501 — 1576). Na
Figura 1, ao lado esquerdo, Heeffer e Hinz (2017) explicam uma interpretacdo moderna, peculiar ao século XIX,
do quebra-cabeca chinés.

E, na mesma figura, ao lado direito, os autores Hinz; Klavzar; Milutinovic; Petr (2013) discutem a tarefa de
retirar todos os anéis de uma barra horizontal e que, sob certas regras, com uma quantidade fixada de 9 anéis
metélicos. Hinz (2017) assinala, por exemplo, um episédio histérico em 1769 envolvendo o fisico, escritor e
matematico alemao Georg Christoph Lichtenberg (1742 — 1799) e o matematico japonés Yoriyuki Arima (1714 —
1783). O episddio, como explica Hinz (2017) se relaciona com a nocdo de sequéncias de inteiros e com indug@o
matemdtica. Ademais, o autor constata que “ambos os autores tratam da solu¢do do antigo quebra-cabeca dos anéis
chineses, onde anéis de metal s3o movidos para cima e para baixo em um arranjo mecdnico muito sofisticado”.
(Hinz, 2017, p. 2).

Figura 1: Descri¢do do antigo quebra-cabeca dos anéis chineses sobre uma barra.

Fonte: Heeffer; Hinz (2017) e Hinz; Klavzar; Milutinovic; Petr (2013, p. 71).

Podem ser constatadas diferentes abordagens sofisticadas e estratégias para resolver o mesmo problema mate-
madtico. De modo geral, tanto o matemadtico alemao German Georg Christoph Lichtenberg e o matematico japonés
Yoriyuki Arima conseguem determinar o nimero de movimentos (necessdrios) para resolvé-lo na presencga de ‘n’
anéis metdlicos. Por outro lado, enquanto Lichtenberg considera todos os movimentos dos anéis, o matemdtico
japonés Y. Arima se concentra apenas nos movimentos para baixo do primeiro anel. (Hinz, 2017).

Hinz (2017, p. 4) assinala que a abordagem do problema por Lichtenberg que, inicialmente empregava a nogao
de anéis chineses permitiu, um tempo depois, “repercussio da nogdo para outros brinquedos da cidade alema, o
que demonstrou sua importancia continua na industria de brinquedos do pais”. Lichtenberg forneceu, sem muitos
detalhes, a seguinte lista ou conjunto dos niimeros de Lichtenberg: 0, 1, 2, 5, 10, 21, 42, 85, 170, 341, 682, . . . (*).

Quando se examina de perto a seguinte lista dos nimeros indicados em (*) e a partir do trabalho de Hinz (2017),
se constata o estabelecimento da correspondéncia e descri¢do do conjunto {L; };en via arecorréncia L;, ,, = L;, +
2L;, , +1,L;, =0, L;;, =1 (**). Mais recentemente, Cerda-Morales (2025) descreve outras férmulas indutivas
e que se relacionam com que denomina por nimeros de Lichtenberg, por exemplo, definidos por Lichtenberg a
partir da seguinte relagdo L; + L;, , = 2" — 1, n > 1. Ademais, tanto Hinz (2017) e Cerda-Morales (2025)
acentuam intima relag¢@o envolvendo a sequéncia de Lichtenberg indicada em (**) e outro conjunto de nimeros
que indica-se pela seguinte lista: 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, 683, 1365, 2731, 5461, . . ..

A lista numérica anterior que envolve apenas niimeros impares (Horadam, 1961; 1965; 1996) e que, de modo
standard, diz respeito aos niimeros de Jacobsthal.

Definicdo 1: Para todo inteiro n > 0, diz-se que o conjunto dos niimeros de Jacobsthal {.J,, },,cn é determinado
pela seguinte recorréncia de 22 ordem J,,+1 = J, + 2J,_1, com valores iniciais Jo = 0, J; = 1.

in
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Constata-se que a abordagem combinatdria e propriedades descritas via a nog¢do de Tabuleiro com ladrilhamen-
tos. Neste sentido, coloca-se énfase nos trabalhos de Benjamin e Quinn (2003), Koshy (2017; 2019) e Tedford
(2019). Para exemplificar, na Figura 2, pode ser visualizado um expediente intuitivo e mnemonico ao representar
os Tabuleiros, como entidades descritas em 3D.

Figura 2: Descri¢do dos Tabuleiros de Fibonacci e Pell segundo Koshy (2017).

3 & 5
g 1 5 4 ? o 1 2 3 4 5

The Pell Board

The Fibonacci Board

Fonte: Koshy (2017).

Benjamin e Quinn (2003) e Spreafico (2014) descrevem a no¢do de um n—tabuleiro, mediante a formulacdo de
uma definicdo. Nesses termos, adota-se a formulacao mais recente do segundo autor, tendo em vista sua abordagem
moderna para problemas envolvendo a representagdo de sequéncias via Tabuleiros.

Defini¢ao 2: (Tabuleiro). O tabuleiro é uma formagdo de quadrados denominados por casas, células ou posi-
¢oes. Essas posi¢des sdo enumeradas e essa enumeragdo descreve a posi¢do. Um tal tabuleiro serd chamado apenas
de n—tabuleiro (Spreafico, 2014).

Por outro lado, se mostra imprescindivel considerar o registro inimeros casos de sequéncias numéricas recor-
rentes recentemente introduzidas na literatura e que ndo possuem uma representacio e interpretacdo combinatoria
via Tabuleiro e ladrilhamentos (Soykan, 2023a; 2023b; 2023c; 2023d). Em contraste, por exemplo, quando se
menciona os casos das sequéncias numéricas de Fibonacci (Gullberg, 1997; Stakov, 2009; Vorobiev, 2000), de Lu-
cas, de Pell e de Jacobsthal, tal conjunto de sequéncias numéricas possui ampla tradi¢do de trabalhos envolvendo
sua abordagem combinatdria via Tabuleiro e ladrilhamentos (Gokbas, 2023).

Desse modo, a partir do contexto anterior, o seguinte questionamento ¢ indicado: como descrever propriedades
correspondentes com a sequéncia de Lichtenberg, com a utilizacido da no¢do de Tabuleiro e com propriedades com
ladrilhamentos?

2 A SEQUENCIA DE JACOBSTHAL E SUA REPRESENTACAO VIA TABULEIROS

Podem ser verificados trabalhos interessados pelas formas de generalizac@o e descri¢do de extensdes da sequén-
cia de Jacobsthal e ao considerar a recorréncia de 22 ordem J, 1 = J, + 2J,_1. A partir dos trabalhos de
Horadam (1961; 1965), ocorre uma correspondéncia com a recorréncia anterior, mediante a equagao caracteristica
2% = x + 2 e determina-se, como consequéncia, as seguintes raizes {c, 3} = {2, —1}. Dessa forma, o enunciado
do Teorema 1 permite descrever o termo geral ou férmula de Binnet (Alves, 2017) correspondente ao conjunto dos
nimeros de Jacobsthal {.J,, }en.

Teorema 1: Para todo inteiro n > 0, a férmula de Binnet correspondente ao conjunto dos nimeros de Ja-

cobsthal {.J,, },en é dado por

Demonstracdo: Para todo inteiro n > 0, considera-se o seguinte termo geral para os nimeros do conjunto
{Jn }nen e escreve-se por J,, = x-2" 4y - (—1)". Sabendo os valores iniciais que determinam tal conjunto, sendo
que Jo = 0, J; = 1. Podem ser determinados os coeficientes por Jo = x+y =0,J; =2z —y =1, comx = %,
1
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Teorema 2: Para n > (, vale a soma indicada por

23 " Ji=Jng2 — .
=0

Demonstracao: Para todo inteiro n > 0, basta realizar determinados cancelamentos sucessivos decorrentes
diretamente da relagdo recursiva J,, 1 = J, +2J,_1. B

Koshy (2019) formulou um Tabuleiro com dimensdo 2xn e considerou um conjunto de trés ladrilhos, a saber:
um dominé horizontal 1x2, um dominé vertical 2x1, um quadrado Koshy (2019) formulou um Tabuleiro com
dimensao 2xn e considerou um conjunto de trés ladrilhos, a saber: um dominé horizontal 122, um domind vertical
2z1, um quadrado 2z2. Considerando que no modelo proposto por Koshy (2019) ndo ocorre a necessidade da
descricdo de nenhuma hierarquia ou regras com ladrilhos correspondentes com as cores particulares do conjunto
supramencionado. Desse modo, uma adaptagdo ao modelo de Tabuleiro e ladrilhos pode ser introduzida e que,
segundo Koshy (2019), possibilita descrever relagdes com a sequéncia de Jacobsthal. Com efeito, considerando
um Tabuleiro com dimensdes 2xn e determinando um conjunto < de trés ladrilhos, a saber: um dominé vertical
marrom 122, um quadrado preto e um cinza 2x2.

Figura 3: Tabuleiro de Jacobsthal e ladrilhos envolvendo adaptacido do modelo de Koshy (2017).

n=32 n=4 n—2 2xn

n=1 n=3 n—-1 n 1x2 2.x2 2x2

Fonte: Elaboracio dos autores.

Na figura 4, considerando que, a partir da recorréncia, pode ser verificado que todos os nimeros de Jacobsthal
sdo fmpares, podem ser determinados que jo =3 =1+2-1,53 =5=34+2-1,j4 = 11 =54 2- 3. Nafigura
5, se constata um caso particular j5 = 21.

Figura 4: Descricéo e casos particulares e ladrilhamentos. (n=1,2,3,4)

11
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Fonte: Elaboragio dos autores.

No Teorema seguinte sdo empregados os argumentos de Koshy (2019), todavia, com uma alteracao dos con-
juntos de ladrilhos e que nao ocorre a necessidade de estabelecer nenhuma hierarquia de cores. (Khadir; Németh;
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Szalay, 2024; Németh, 2020).

Figura 5: Casos particulares e ladrilhamentos correlacionados aos nimeros de Jacobsthal.

21

=5 .
n I.l‘_

Fonte: Elaboracéo dos autores.

Teorema 3: Considerando um Tabuleiro com ‘n’ células e fixados um conjunto de ladrilhos & indicados por

, . . Considerando ainda o elemento j,, como a quantidade de ladrilhamentos que determina-se a partir da
composicao dos ladrilhos, entdo vale a relagdo j,, = J,41, para todo inteiro n > 0.

Demonstracido: Ao Definir o termo j,, como a quantidade de ladrilhamentos que se forma a partir do dominds
e dos dois quadrados. Pode-se assumir que, de modo preliminar, vale que jo = 1 = J;. Em seguida, a partir da
figura 5, vé-se que j; = 1 = Jo, jo = 3 = J3, j3 = 5 = J4, j4 = 11 = J5. Em seguida, considera-se trés classes
de ladrilhamentos, na medida em que fixam-se, nas células de maior ordem, isto é, de ordens (n — 1) e (n), os

ladrilhamentos que terminam por: i) apenas um dominds marrom £5; ii) apenas por um quadrado .; iii) apenas

por um quadrado . De modo preliminar, pode-se constatar que, a menos da cor particular indicada, desde que
ndo ocorre preferéncia ou hierarquia de cores de ladrilhos, a quantidade de ladrilhamentos determinada nos itens
ii) e iii) € a mesma e que € indicada por j,—2 + jn—2 = 2j,—2. Por fim, no caso i), tem-se fixado na célula de

ordem (n) apenas um dominé marrom £, Assim, a quantidade determinada sera de j,,_1. Por fim, observando
que ndo se t€m interse¢des entre os conjuntos indicados nos itens i) e ii) e i) e iii). A contribuicdo total serd de
Jn = Jn—1+ 2jn—2, considerando os termos iniciais jo = 1 = Jy e j; = 1 = Jo, se depreende que o conjunto dos
nimeros {j, }nen coincide com os nimeros de Jacobsthal {J, },en € vale j, = J11,n > 0. B

Vale observar que, semelhante aos casos das sequéncias de Fibonacci, Lucas (Belbachir; Belkhir, 2013), bem
como no caso da sequéncia de Jacobsthal e de outras admitem uma diversidade de representacdes e generaliza-
¢des via Tabuleiro e ladrilhamentos. Por outro lado, quando se consulta o trabalho de Khadir; Németh e Szalay
(2024), a depender do comportamento numérico da sequéncia e da natureza da recursdo, podem ocorrer variagdes
e mudancas nas dimensdes, na hierarquia de cores.

3 SOBRE A SEQUENCIA DE LICHENBERG: RELAGCOES COM OUTRAS SEQUENCIAS

Hinz; Klayzar; Milutinovic; Petr (2013) comentam que o matematico Yoriyuki Arima, em 1769, descreveu uma
Jn+1

interpretacdo correspondente via sequéncias e determinou a seguinte expressio A,, = 0 que confirma

relagdo e propriedades com os nimeros de Lichtenberg. Por outro lado, Stockmeyer (2017) desenvolve uma série
de caracterizagdes em torno dos nimeros de Lichtenberg. De fato, definiu Stockmeyer o termo inicial A(1) = 1
e a seguinte féormula recursiva A(2n) = 2A(2n — 1) e A(2n + 1) = 2A(2n) + 1. Na Tabela 1 se constata que
os valores correspondem com a lista indicada em (*). Além disso, a partir dos valores indicados na Tabela 1, se

gntl _ |

———, sen éimpar;
constata que vale ainda que A(n) = ont? _ o

—5 se n é par.
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Tabela 1: Descricdo de valores da sequéncia A(n) formulada por Stockmeyer (2017).

A [ A@) [ AB) [ A@) | AG) | A6) [ A7) | A@8) | A(9) | A(10) | A(11)
1 2 s | 10 [ 21 | 42 | 85 | 170 | 341 | 682 | 1365

Fonte: Elaborado pelos autores.

Quando se consulta os trabalhos de Hinz (2017) e de Cerda-Morales (2025) e considerando a seguinte re-
corréncia (ndo homogénea), isto é, com a presenca de uma constante (ndo nula) e indicada pela recorréncia
L;,.,, = L;, +2L;,_, + 1, se determina a seguinte diferenca dos termos da sequéncia de Lichtenberg indi-
cadapor (L;, , — Li, ) = (Li, ., +2L;, +1) = (Ls, +2L;,_, +1) = (Ls,,, + Li, —2L;,_,). Finalmente,
determina-se ainda a recorréncia de 3% ordem L;, ., = 2L;, ,, + L;, —2L;, ,,comn > 1.

Definicdo 3: Para todo inteiro n > 0, o conjunto dos nimeros de Lichtenberg {L;, }.,cn fica determinado a
partir da seguinte recorréncia L =2L;,, +L;, —2L;, ,, com os valores iniciais indicados por L;, = 0,
Ly =1,L;, =2.

A partir da recorréncia indicada na definigdo 3, considera-se a seguinte equagio caracteristica 7> = 2% +z — 2
e, vé-se o seguinte conjunto de raizes da mesma {«, 8,7} = {2, —1, 1}. Assim, verifica-se a férmula de Binnet a
seguir.

Teorema 4: Para todo inteiro n > 0, a férmula de Binnet correspondente ao conjunto dos niimeros de Lichten-
berg {L;,, } nen é dado por

int2

2n+2 + (_1)n+1 _ 3
in — 5 .
Demonstracgio: Considerando o termo geral da forma L;, = x-a” +y - 8" + z-y", comn > 0 e o seguinte

conjunto de raizes {«, 5,7} = {2, —1,1}. Além disso, os valores iniciais indicados sdo conhecidos por L;, = 0,
L;, =1, L;, = 2. Assim, o seguinte sistema pode ser obtido

L

r4+y+2=0,
20 —y+z=1,
dr+y+2=2.
~ . ) 2 1 ; .
A solugdo ensejada serd (z,y, z) = 376 3) Segue, portanto, o termo geral ou férmula de Binnet para
os elementos da forma
2 . 1 , 1ooontlo1 . 2vt2-3 1 e e o D LR
Liy= 32— o (- = g = T — s () = T 2 (-1 = ,
3 6 2 3 2 6 6 6 6

para todo inteiro n > 0. l
Por outro lado, a partir da recorréncia indicada na defini¢do 3, os seguintes valores numéricos particulares
podem ser determinados e, também, algumas relacdes aritméticas

Lio =0= Jo,Lil =1=0+1= JO+J17Li2 =2=0+1+1= Jo—l—Jl—‘rJg,LiS =5=0+14143 = Jo+J1+Jo+J3,

Li,=10=04+1+1+34+5=Jo+J1 +Ja+ J3 + Jy,
Lis:21:0+1+1+3+5+11:J0+J1—|-J2+J3+J4+J5,
LiG242:O+1+1—|—3+5—|—11+21=J0+J1+J2+J3+J4+J5+J6,

etc.
Portanto, a partir das relacdes anteriores, o seguinte Teorema € indicado.

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v.20, p. 01-12, e026016, 2026 6



SOBRE A SEQUENCIA DE LICHTENBERG E A ABORDAGEM VIA TABULEIRO COM LADRILHOS: ASPECTOS MATEMATICOS
E HISTORICOS

Teorema 5: Para todo inteiro n > 0, os elementos do conjunto dos nimeros de Lichtenberg {L;, }nen sdo
descritos pela somatéria

Demonstracao: Verifica-se que

No passo indutivo, se assume que

3

para todo inteiro 7 > 0. Em seguida, se tem

n n—1
Live, = 3 Jit2 Y Jitl = (Jut200m1) (o 1+ 2o+ (14 2J0) 4 (041) = gy +dute - +Jat 1
=0 1=0

n+1
= n+1+Jn+"'+J2+J1+J0:ZJia
i=0

para todo inteiron > 0. l

Antes de concluir a se¢d@o atual, a semelhanca da recorréncia indicada por Hinz (2017) requer maior andlise,
que denota-se por L;, ., = L;, +2L;, , +1,com L;; = 0, L;; = 1. Por exemplo, Catarino e Borges (2019)
introduziram uma abordagem pioneira para o estudo da sequéncia de Leonardo, determinada pela recorréncia
Ley,, =Le, +Le, , +1.

4 O TABULEIRO DA SEQUENCIA DE LICHENBERG

Na presente se¢do descrevem-se algumas regras com ladrilhamentos que permitirdo descrever uma correspon-
déncia univoca com o conjunto dos nimeros de Lichtenberg. Para tanto, alguns resultados indicados por Cerda-
Morales (2025) sao empregados e que, ao considerar o termo geral, indicado no Teorema 4, permite estabelecer o
seguinte lema.

Lema 1: Para todo inteiro n > 0, vale a seguinte relaco entre os elementos do conjunto de {L;, }nen € 0s
elementos do conjunto de Lichtenberg
L, = Itz =1
" 2
2n+2 + (_1)n+1 -3

Demonstracao 1: Com efeito, os nimeros de Lichtenberg sdo escritos por L; = 5

Pode-se verificar que

_ 2n+2 + (_1)n+1 -3 4.9" — (_1)n -3 B 2n+2 _ (_1)n+2 -1 B Jn+2 -1
e 6 B 6 B 6 2
para todo inteiron > 0. B

Demonstracdo 2: Basta considerar os Teoremas 2 e 5, na medida em que se escreve a igualdade 2L;, =
23" o Ji = (Jng2 — 1), para todo inteiro n > 0. W

A partir do Lema 1 determina-se um conjunto de regras envolvendo a composicao do conjunto de ladrilhos, da
seguinte forma: R’ - para todo conjunto < de ladrilhamentos determinados a partir do conjunto {.J,, },,cn podem

L

ser eliminados (e desconsidera-se) os ladrilhamentos constituidos somente por dominds marrons 122; 9%5’ -
considerando o conjunto restante de ladrilhamentos, passam-se a considerar somente aqueles que possuem, pelo
menos, um quadrado (na cor cinza ou na cor preta) ocupando células de maior ordem no Tabuleiro, isto €, nas
posigdes (n — 1,n).
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Na figura 6, ao lado esquerdo, passam a ser considerados os ladrilhamentos correspondentes aos nimeros de
Jacobsthal e que correspondem com a quantidade de ladrilhamentos que sdo indicados por j,. Por outro lado,
ao consulta-se a regra R ¢, passa-se a eliminar, em cada caso, os ladrilhamentos constituidos apenas de dominds

marrons 8 e reparando que, em cada conjunto o mesmos ocorrem uma tnica vez, isto €, considera-se a quantidade
Jn—1. Além disso, quando considera-se os ladrilhamentos que correspondem com a quantidade j, 1 e, sabendo que
ocorrem duplicadas as contribuigdes dos ladrilhos que acabam por um quadrado preto ou cinza. Assim, mediante

a regra 9%5 i passa-se a eliminar, em cada caso, os ladrilhamentos constituidos apenas de dominés marrons

e reparando que, em cada conjunto o mesmos ocorrem uma Unica vez, isto é, considera-se a quantidade j, .
Além disso, quando considera-se os ladrilhamentos que correspondem com a quantidade j,_; e, sabendo que
ocorrem duplicadas as contribui¢des dos ladrilhos que acabam por um quadrado preto ou cinza. Assim, mediante
a regra ERQL considera-se somente metade, isto €, que acabam apenas por um dominé e um Unico dos quadrados
fixados no conjunto dos ladrilhos indicados no Teorema 3. Considerando o termo {li;};cn como a quantidade
de ladrilhamentos que determina-se o conjunto de regras {%f ‘ 9%2L 1, pode ser assumido que liy, = 0 = L;, e
verifica-se diretamente que lig = 1 = L;,, lis =2 = L;,, lig =5 = L;,, lis = 10 = L;,.

Figura 6: Casos particulares e ladrilhamentos correspondentes com os nimeros de Lichtenberg.

W=l I,f-l =]

[ ] w2 =3 L}
H B wexi =8 BB =2
m

e .
T . 44 .

n=5 J.(=1| .

Fonte: Elaboracdo dos autores.

N
Bl -
[

Desse modo, a partir do conjunto de regras {93~ 857} o Teorema pode ser estabelecido.
Teorema 6: Para todo inteiro n > 1, fixando um conjunto de ladrilhos & e considerando o termo li,, que
corresponde com a quantidade de ladrilhamentos e composi¢des dos ladrilhos envolvendo dominé e quadrado,

. . v ) N . . -1 .
mediante o conjunto de regras {SRIL L,iRQL “}, entdo, vale a seguinte relagdo li,, = In = L; ., onde j,

representa a quantidade de ladrilhamentos que correspondem ao conjunto dos nimeros de Jacobsthal e L;,
corresponde ao nimero de Lichtenberg.

Demonstracao: Procedendo por indugdo, para os casos particular n = 1,2, 3, 4, pode-se escrever que li; =
o 1-1 a-1  J-1 Jjo—1 Jz—1

0 = L;,. Paraocason = 2, tem-se liy = 1 = = L;,. De
2 2 2 s—1 Jy—1 1-1 2 1 2 Js —1
modo semelhante, vé-se que: liz = 2 = B _JamC Li,,ligy =5= — s L;,,
21 -1 5—1 Jsg—1 2 2 2 2 2
lis =10 = 2_ — I 2_ = 62_ = L,;,. Para o passo indutivo, considerando um 7 Tabuleiro e assumindo
in — 1
que e vale a seguinte relacéo li,, = In 5 = L,, ., paratodo inteiro n > 1. Quando se considera o caso liy 41

e, mediante a aplicag@o das regras indicadas por {SRf,ERQL} necessita-se considerar o total de ladrilhamentos
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indicados por (j,+1 — 1). Em seguida, no conjunto dos ladrilhos, pode-se separar duas classes, que terminam por
um quadrado preto e que terminam por um quadrado cinza. De modo semelhante ao Teorema 3, correspondem

N . . . L. in+1 — 1 J, -1
a mesma quantidade e, dessa forma, a seguinte quantidade € indicada Int = nt2 = L;,. Portanto,

2
quando se busca determinar a quantidade correspondente com /i, a igualdade fundamental € estabelecida por
. int1 — 1 Jpg2 —1 L
lint1 = ‘7n+12 = "+Z = L;, , para todo inteiron > 1.

Na figura 7, apresenta-se uma interpretacao das operagdes necessarias com ladrilhamentos decorrentes do em-
prego das regras do conjunto {%f ’ %QL 1. Ao lado direito os ladrilhamentos desconsiderados podem ser identi-
ficados. Cabe observar que comparecem os ladrilhamentos necessarios para estabelecer a correspondéncia com o
conjunto (*),

Figura 7: Regras com ladrilhamentos para correspondéncia com os nimeros de Lichtenberg.

s " o i g

=1 m=3 n—1 rm

“|
i - =273 ¥ I Iy - n=23 ¥ I m» .l-{

Fonte: Elaboragio dos autores.

5 CONSIDERACOES E PESQUISA FUTURA

Nas se¢des anteriores pode ser verificados aspectos de natureza histdrica e de natureza matematica relacionados
com os nimeros de Lichtenberg, cuja denominagéo foi decorrente do trabalho de Georg Christoph Lichtenberg,
embora, no ambito da Histéria da Matemadtica (Gullber, 1997; Kleiner, 2012), diversos estudiosos proeminentes
se debrucaram sobre o problema do antigo quebra cabeca dos anéis chineses. Assim, como bem atestam Heeffer
e Hinz (2017), figuras emblemadticas como Luca Bartolomeo de Pacioli (1445 — 1517), Girolamo Cardano (1501
— 1576) e John Wallis (1616 — 1703) forneceram uma diversidade de abordagens e, em certos casos, métodos
sofisticados envolvendo a solucdo geral do problema, envolvendo a quantidade de movimentos necessdrios para
resolver o quebra-cabeca dos anéis chineses com n anéis.

Hinz (2017) explica que a sequéncia de Lichtenberg ocorre, sendo definida de maneira recursiva por L; +
L;, , = 2" —1,n > 1. Decorrente disto e da descoberta de outras propriedades, podem ser verificadas inu-
meras propriedades que correlacionam o conjunto dos nimeros de Lichtenberg com o conjunto dos nimeros de
Jacobsthal.

No cotejo de interesse de pesquisa futura, cabe assinalar a existéncia de trés categorias de Tabuleiros e que se
denominam por: classe dos Tabuleiros abstratos; classe dos Tabuleiros concretos; classe dos Tabuleiros descritos
pelo software GeoGebra. (Alves, 2024). Na figura 8 indica-se um esquema mnemonico auxiliar para os elementos
envolvidos. De fato, tomando como referéncia a classe dos Tabuleiros abstratos, cuja interpretacio pioneira ocorreu
com Benjamin e Quinn (2003), verifica-se a existéncia de inimeras recorréncias recentemente introduzidas na
literatura, desprovidas de interpretacdo via Tabuleiro e ladrilhos (Belbachir; Belkhir, 2013; Bodeen, et al, 2014;
Gocen; Soykan, 2025; Graham; Patashnik; Knuth,1994).
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Figura 8: Classes de Tabuleiros para o caso de recorréncias que admitem representacao.

Raciocinio
intuitivo

software Geogebra

TABULEIROS ABSTRATOS

aritmética de antigos cientificos.

Aspectos matematicos
formais descritos pelo

Elementos de transicdo e algumas categorias de Tabuleiros

da‘

Conceito originario
Matematica Pura, e da Interpretacdo
interpretacdc combinatéria e heuristica

e
Visualizacdo

TABULEIRO DO SOFTWARE

GEOGEBRA Interpretagéo
Propriedadee descritas heuristica
utilizando o software
Geogebra, incluindo suas

propriedadse dindmicas

visualizagdo.
Interpretagdo
heuristica
e
Visualizacdo

TABULEIROS CONCRETOS
Interpretacdo e catalogacdo

utilizando conceitos e
materiais de manipulacdo
para produzir arficas e
fachilhos.

e
Aspectos

matematicos formais
descritos e
interpretadas por
meio da manipulagdo
e visualizagdo.

Fonte: Elaboracdo dos autores.

Na Tabela 2 quatro novos conjuntos dos nimeros sdo descritos.

Tabela 2: Novas familias de recorréncias derivadas dos nimeros de Lichtenberg { Liy, }nen.

Termos iniciais’ Termo geral ou Féormula de Propriedades com a sequéncia de
Binnet Jacobsthal e relacoes
" 1
MLZ() = 1, MLZl = ]., ML’Ln :2n+%_§ MLZ2n :J2n+J2n+17 TLZO
MLiy =4 MULizpi1 = Jony1 + Jonp2 —1, n >
0.
. . . . q 7 T .
NLig=2,NLiy =1, NLiy = NLG:§-2"+6(—1)”—§ NLisy, =2Jop41, n>0.
6 NLi2n+1 = J2n+3 - 27 n 2 0
1
PLZQ :2, PLZl = 1, PLZQ = PLZn:12n7*(71)n7§ NLiQn:3J2n, TLZO
6 NLiQnJrl = 2(J2n + J2n+1), n Z 0.
7 5 1
QLip = 1, QLiy = 5, QLiz = | QLi, = 3 2" — 5(_1)71 -3 QLizy = 4(Jon—2 + Jon—1 + Jon),
8 QLizny1 = Jons1 + Jont2 + Jonis.

Fonte: Elaborado pelos autores.

1 Sabe-se que, para cada conjunto de valores fixados, determina-se, de forma tnica, uma nova sequéncia numérica.
Maiores detalhes, sugere-se consultar Vorobiev (2000).
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