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RESUMO

Este artigo apresenta e discute alguns elementos relacionados a Teoria das Representacdes Semidticas. Sua
pertinéncia se destaca no ensino/aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral, tendo em vista que a citada
teoria proporciona um viés de explicacdo e descricdo para diversos fendmenos vinculados ao amplo conjunto de
representacdes e simbologias da quase totalidade dos objetos conceituais do Célculo. Assim, descrevem-se ao
longo do texto algumas nogdes formuladas por Duval (1996; 1991) e interpretam-se algumas situagdes-problema
neste contexto de ensino/aprendizagem, com a intencdo precipua de salientar alguns elementos de natureza
cognitiva, quando comparados a outros elementos de natureza légico-matemadtica. Acentuam-se alguns casos
especificos do Calculo, comparando-se o ensino restrito ao l14pis/papel com um ensino apoiado num recurso
computacional, realcando-se as aplicagdes das nocdes de formacgdo, tratamento e conversdo de registros,
formuladas por Duval.
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ABSTRACT

This article presents and discusses some elements related to the Semiotics Representation Theory. Its relevance
is highlighted in the teaching/learning of differential integral calculus, considering that the mentioned theory
provides an explanation and description of bias for various phenomena linked to the broad range of
representations and symbols of almost all the conceptual object of calculus. Thus, we describe, throughout the
text some ideas formulated by Duval (1996, 1991) and we interpret some problem situations in the context of
teaching and learning, with the intention to highlight some major duty of cognitive elements when compared
with other elements of logical-mathematical nature. A few specific cases of calculation are emphasized,
comparing teaching restricted to pencil and paper with a guideline supported by a computational resource,
highlighting the applications of the concepts of training, managing and conversion of records, made by Duval.
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1 INTRODUCAO

Professor do Institut Universitaire de Formation de Maitre — IUFM, na cidade de Lille,
pesquisador internacionalmente conhecido na drea de Educacdo Matematica, Raymond Duval, ao
conceber a Teoria das Representacdes Semidticas', forneceu uma leitura e interpretacio diferenciada,
além de extrair proficuas implica¢des para certos fendmenos eminentemente de natureza cognitiva da
aprendizagem em Matematica.

De modo enfético, no inicio de sua obra principal, intitulada Sémiosis et Pensée
Humaine, Duval sublinha a peculiaridade da aprendizagem das matematicas a qual requer atividades
cognitivas que exigem a utilizacdo de sistemas de expressdes e representacdes diferenciados da lingua
natural (1995, p. 1). De fato, na Matemaética, lidamos com nimeros, nota¢des simbdlicas para objetos
conceituais, quantificadores, escritas algébricas e logicas que podem assumir uma importancia tdo

primordial quando a nossa propria lingua natural, no que diz respeito a comunicacdo das idéias

matematicas.

(*)Doutor em Educacgdo, professor efetivo do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara,
campus de Fortaleza, e-mail: fregis@ifce.edu.br

' No Brasil, destacamos os trabalhos de doutoramento de Karraer (2006) e Mariani (2006) que a empregam com
o intuito de descrever e analisar alguns fendmenos de natureza cognitiva peculiares a atividade matematica.
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O uso recorrente de simbologias particulares nos diversos ramos elementares,
como na Aritmética, Algebra e Geometria, constitui um modo particular de nos
comunicarmos e generalizarmos determinadas concepcdes relacionadas com estes e outros
ramos da Matemdtica. Diante desta argumentacdo que diz respeito a uma realidade que
assume relevincia em sala de aula, Duval (1995, p. 1) questiona se a utilizacdo de vérios
sistemas semidticos de representacdes e expressdes € essencial ou, de outro modo, € um meio
comodo, mas secunddrio para o exercicio e desenvolvimento das atividades cognitivas
fundamentais?

Referenciando-nos ainda em sua argumentacio inicial, observamos que a resposta
para tal questionamento ultrapassa os limites da Matemadtica. Além disso, um professor
qualquer, mesmo o especialista na drea, ndo conseguiria uma resposta satisfatéria para tal
pergunta, amparado apenas num corpus tedrico formal inerente ao saber matemdtico que,
apesar de amplamente especializado no ultimo século, fracassa na tentativa de explicar o
motivo pelo qual os conceitos matemadticos podem ser efetivamente internalizados, elaborados
e organizados em esquemas cognitivos idiossincrasicos ao sujeito cognoscente.

Outra questdo discutida em sua teoria se refere a distingdo entre um objeto
matemdtico e suas multiplas representacdes. Neste sentido, ele recorda que um objeto
matematico pode ser dado a partir de representacdes bastante diferentes (1945, p. 3). E como
tencionamos abordar nas proximas se¢Oes algumas questdes especificas relacionadas ao
Célculo Diferencial e Integral, podemos exemplificar, baseando-nos na literatura

especializada, as seguintes notacdes relacionadas com a derivada de fungdes num ponto

particular:
, d df ,
@) f (x) —y(xo); —(x,) ;s D (f(x,)) s D f(x,) ; £ (x);y'(x,) -
dx dx
. of of of (x,, d
(u)—(xo,yo)} ;= (X9, o) ;M s — [ (xs Yol 5 (x5 ¥0)s DT (X, y)]-
ox ox ox ox

Y=Yo

Destacamos nos itens (i) e (ii), notacdes ordinariamente empregadas no Calculo
Diferencial e Integral em Uma e a Vdrias Varidveis, no caso de fungdes do tipo
y=f(x) ez=f(x,y). Neles fazemos referencias ou, como dizemos no jargdo matematico,
denotamos o objeto derivada de uma fun¢do num ponto. Percebemos claramente as
preocupacdes de Duval quando divisamos a diversidade de simbologias para o mesmo objeto
conceitual, o que pode proporcionar dificuldades aos estudantes, uma vez que algumas destas
representacdes pertencentes ao locus académico podem ser inertes e ndo sugerem nenhum

tratamento (DUVAL, 1995, p. 3).
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No caso especifico do Célculo Diferencial e Integral em Uma Varidvel Real e no
Célculo a Vdrias Varidveis, que abreviaremos respectivamente por CUV e CVV, a situagio
pode se mostrar de modo diferenciado, uma vez que encontramos varios exemplos na Histdria
da Matematica nos quais determinadas simbologias ou nota¢des se mostraram mais exitosas
do que outras, com destaque para o seu lado operacional e aplicado. Nesta discussdo
introdutoria, todavia, ndo ensejamos nos aprofundar em questdes de ordem histdrica, e sim
discutir alguns elementos relacionados ao ensino/aprendizagem, na produgdo cientifica devida
a Duval. Decerto o pesquisador francés aponta para questdes polémicas e preocupagdes
referentes ao ensino, mas, antes de apresentar uma argumentagdo pormenorizada sobre estas e
outras questdes, destacamos a atencdo dedicada por Duval aos fendmenos psicolégicos
envolvidos no ensino/aprendizagem em Matemadtica, como, por exemplo, o caso das
representacdes mentais, descritas por ele como o conjunto de imagens e concepgdes que um
individuo pode possuir sobre um objeto ou situacdo, e o que o mesmo associa. (DUVAL,
1995, p. 3)

Sua perspectiva permite inferir que um bom ensino de Matemadtica pressupde a
promocdo e, consequentemente, a evolucio de representacdes mentais adequadas e flexiveis,
para cada situagdo envolvendo potencialmente um problema digno de atencio do estudante.
Note-se que, em seguida, ainda no que se refere a atividade matematica, exigimos a producio
adequada de um registro que se constitui por meio de simbolos (enunciados na lingua natural,
férmulas algébricas, graficos, figuras geométricas etc). Por influéncia da tradicdo peirceana,
Duval nomeia tais objetos de representagdes semilticas e explica que tais representagdes
semidticas s@o inteiramente subordinadas as representacdes mentais e preenchem uma funcéo
de comunicagdo (1995, p. 3).

Duval (1995, p. 16) salienta ainda uma funcio das representacdes que se constitui
a partir da possibilidade de codificacdo da informagdo, de modo que a informagdo pode ser
descrita em determinado sistema de tratamento. Outra consequéncia € a possibilidade de
‘evocacdo de objetos ausentes’ que podem ser identificados de modo consciente no
imagindrio do sujeito. A este respeito, Duval explica que imagens mentais sdo entidades
psicoldgicas possuindo uma relacdo com a percepcdo (1995, p. 28).

Por ultimo, vale destacar que as representagdes mentais dizem respeito a um
dominio mais amplo do que das imagens mentais; entretanto, ambos os elementos destacados
se relacionam e participam de todo raciocinio matematico que, reconhecidamente, propicia a
abstragdo dos conceitos. Na proxima segdo, forneceremos alguns exemplos especificos, na

medida em que discutiremos outras no¢des concebidas por Duval.
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2 REPRESENTACOES E APRENDIZAGEM NO CALCULO

A nocdo de representagdo é essencial em Psicologia, no que se refere ao
comportamento com vias a aquisi¢cdo de conhecimentos (DUVAL, 1995, p. 23), E de modo
particular na Matematica, em toda troca de informacdes, principalmente quando no referimos
ao contexto do ensino, os conhecimentos sdo sistematizados e veiculados de modo cifrado em
linguagens proprias desta Ciéncia.

Neste sentido, Duval (2000, p. 58) salienta que o pensamento humano requer a
mobilizacdo de um heterogéneo sistema produtivo de representacdes e sua coordenagdo. De
modo peculiar, encontramos uma diversidade de sistemas de representagdes que condicionam
a operacionalidade, os ‘modelos mentais’ que necessitamos adquirir e, posteriormente,

possibilitam a mobilizacdo destes para uma evolugdo conceitual consistente. De fato, quando

apresentamos a um estudante escolar a seguinte fungdo y = x*e questionamos sobre o menor

valor assumido por tal fungiio, recorrendo a uma representacio particular no [J >, rapidamente
o sujeito podera inferir, observando a figura 1-(a) seguinte, do lado esquerdo, que vale zero na
origem.

Figura 1: Representacoes de um mesmo objeto (a) e Representacio de uma superficie
gerada pelo software (b).

(6)

Fonte: Elaborada pelo autor.
Por outro lado, se a0 mesmo estudante perguntamos sobre 0 comportamento ou 0s

valores assumidos quando x assume valores muito grandes, tanto para a esquerda do eixo das
abscissas, quanto para direita, ele enfrentard dificuldades. Um dos motivos reside no aspecto
completamente inusitado de exploracdo de uma representacdo particular do objeto funcio
polinomial de grau 2 que € visivelmente limitado (figura 1 lado esquerdo). Este aspecto diz
respeito ao emprego de ‘modelos mentais’ que envolvem maior abstragdo e que lidam com a
nog¢do de infinito, ordinariamente denotado no ensino de Calculo por +c0 ou —oo.

Quando submetido a mesma situacdo, um estudante do locus académico apresenta
‘modelos mentais’ especializados e especificos a teoria do Calculo Diferencial e Integral.
Evidenciamos até mesmo uma simbologia que representa um processo matemdtico que
chamamos de ‘limite’, e viabiliza uma andlise analitica do comportamento da funcdo

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 6, n. 3, p. 68-90, nov. 2012. 71



IMPLICACOES DA TEORIA DAS REPRESENTACOES SEMIOTICAS NO ENSINO DO CALCULO

f(x)=x>. E, de modo sucinto, esperamos a resposta: lim_,_ f(x)=+c, sem

necessariamente recorrer ao comportamento do seu grafico (figura 1-(a)).

Sublinhamos nesta tarefa considerada introdutéria abordada em muitos livros
didéticos, o emprego de representacdes algébricas e geométricas para a descricdo do mesmo
processo matemadtico. Ademais, o dominio de algumas regras operacionais ¢ imprescindivel.
Na perspectiva da Teoria das Representacdes Semidticas, as regras operacionais intrinsecas ao
conceito de limite sdo chamadas de ‘tratamento’. E as possibilidades de descricdo do mesmo
objeto matemadtico, ora no quadro geométrico, ora no quadro algébrico ou ainda como
representacdo linguistica, ¢ nominado por ele de ‘conversdo de representacdes’. Neste sentido,
em um de seus trabalhos (DUVAL, 1993, p. 45) fala de conversées do tipo ilustracdo
(conversd@o de uma representacdo linguistica em uma representacdo figural) e descricdo
(conversdo de uma representacio ndo verbal em uma representagdo lingiifstica).

Apesar de fazer referéncia a Geometria Plana, suas colocagdes se coadunam de modo
harmonioso no caso do Calculo, mas, quando atentamos para outros ramos da Matemadtica

amparados em seu ponto de vista, podemos nos surpreender com a complexidade envolvida
nestas operagdes. De fato, dificilmente um estudante ou um professor, de posse apenas da
representacio analitica f(x,y)=x’y—xy’, conseguird descrever o comportamento
geométrico da superficie correspondente, como observamos na figura 1-(b).

Destacamos que no ensino tradicional, restrito ao ambiente l4pis e papel, a
compreensdo de propriedades geométricas destes objetos € inimagindvel e a construgdo do seu
grifico em 3D ¢ inexequivel. De fato, uma vez que o professor dispde apenas da
representacdo analitica em 2D, como inferir propriedades intrinsecas desta superficie?
Considerando apenas sua representacdo analitica, como divisar se ela possui algum eixo de
simetria? De que modo poderiamos concluir, sem realizar “malabarismos” algébricos, se tal
superficie possui algum ponto de maximo, minimo local ou ponto de sela?

No ensino tradicional, respostas para estas questdes sdo obtidas apds consideravel
tempo e a exploracdo das representacdes algébricas parece possuir um cariter que confere
maior legitimidade aos alunos se comparada a representagdo grafica (MARIANI, 2006, p. 38).
A representagdo na figura 1-(b) é proporcionada gracas ao recurso tecnoldgico. Acentuamos
ainda o fato de que nesta representacdo geométrica em 3D, percebemos uma variagdo de
profundidade, identificamos uma espécie de simetria com referéncia a um eixo, distinguimos

pontos de maximo e minimo local sobre o referido objeto; propriedades que dificilmente

extraimos pela simples observagio do registro algébrico descrito por f(x,y)=x"y—xy’.
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Antes, porém, de prosseguirmos em nossa discussdo, enunciaremos trés
propriedades essenciais relacionadas aos fendmenos de natureza cognitiva. A primeira, como
ja mencionamos, diz respeito ao ‘tratamento’ de uma representacdo semidtica, que, segundo
Duval, consiste numa transformacdo que produz outra representacio no mesmo registro.
Antes de dispormos de uma determinada representacdo semidtica, no entanto, devemos contar
com uma teoria formal que fornece e define, de modo consistente e preciso, seus proprios
objetos, simbolizados por notagdes matemadticas. Assim, Duval caracteriza a nocdo de
‘formacdo de uma representagcdo’, como a atividade que exprime uma representaciio mental e
salienta que tal atividade implica sempre uma selecdo no conjunto de caracteres do que
desejamos representar (DUVAL, 1995, p. 36).

Por exemplo, no ensino do Calculo, o aluno se depara com os seguintes limites: (c)
_ e y3

lim———; (d) lim ———. Em ambos os casos, o aluno € apresentado a uma série de
ol x*—1 00 X Y

procedimentos condicionados por modelos e teoremas que impdem um modo particular de
realizar os cdlculos sobre tais representagdes. Note-se que o ‘tratamento’ necessario para se
obter alguma conclusdo do caso (c) é bem mais simples do que no caso (d). Além disso,
apesar de ambas as representacdes denotarem o mesmo processo, chamado de limites, os

elementos correspondentes sdo dessemelhantes. De fato, no primeiro caso, o nimero real

xe [l se aproxima de modo unidimensional de x =1, que, na reta real, pode ocorrer, tanto

5.3
pelo lado esquerdo como pelo lado direito; entretanto, como a funcdo g(x, y)z%
X

Ty
possui o seguinte dominio [] x[1 —{(0,0)}, podemos aproximar o par ordenado (x,y) por
varios caminhos no plano.

Figura 2: Interpretacao geométrica do processo de aproximac¢ao do limite em 2D (e) e a
representacao gerada por computador do grafico em 3D de uma funcao (f).

0 02040608 1 12 14 16 18 2

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na figura 2(f), observamos a formacdo da representacdo semiética relacionada a

~ x=1 - . ~ . A .
fungdo f(x)=—; 1. E curioso destacar a no¢@o de que poderiamos reescrevé-la do seguinte

X -

x—1 x—1
modo f(x)= 21 (x—=D(x+1)

, todavia, o fator comum pode ser cancelado apenas na

condicdo em que tencionamos avaliar o limite (c). J4 no caso da figura 2(f), evidenciamos que
dificilmente um aluno ou professor conseguiria descrever, no ambiente lipis e papel, as
caracteristicas do comportamento desta superficie no IR’. Aqui, a formagdo da representacdo
semiodtica € proporcionada pelo recurso de um software de Matematica.

No ensino de Calculo, o aluno de um curso de Licenciatura ou Bacharelado em Matemdtica é
apresentado, ao modelo formal de raizes weierstrassianas, conhecido por épsilon e delta

(£,0) . Frequentemente, o iniciante escuta o professor afirmar inferéncias 16gicas do tipo:
X3 b ~ 8 8 29 ~
dado um £>0, existe um & >0tal que... entdo J = 5 ou o :E . Esta relacdo apresenta

um cardter condicionante, tamanha € a manifestacdo da for¢a de seu emprego no discurso do
professor. De fato, um aluno de um curso de graduagdo estuda, de modo padrdo, trés
disciplinas de Caélculo. No primeiro ano académico, ele observa que a relagdo

€ £ -
o= 5 ou & =§ pode ser empregada. De modo recorrente, no segundo ano académico, seu

professor comenta e explora o mesmo registro, que funciona de modo semelhante em outros

2

o . X7y C e .
limites, tal como no caso de lim =5 todavia, dificilmente a mesma ou suas variantes
00 X°+ Y
5.3
~ . . . Xy
podem ser empregadas para a resolucdo dos seguintes limites lim ———— ou
(1300 x° +y
. X
lim | x*arctan| 2 |- y?arctan| =
(x,y)—(0,0) X y

Duval (1995, p. 37) recorda que a formagdo de representacdes semidticas respeita
as regras proprias do sistema empregado, ndo somente por razdes de comunicabilidade, mas
também, para tornar possiveis os meios de tratamentos intrinsecos para cada representacao.

Nestes casos considerados, por meio de um tratamento especifico, podemos concluir que

5.3

. . X . a .

=0 e também que lim 6—y4:0, entretanto, as inferéncias e os
(x,y)—(0,0) x +y

3x7y

lim 5

2
00 XT+ Y
tratamentos empregados sdo completamente distintos em ambos os casos. Note-se que, como
ja observamos que, dificilmente o aluno consegue encontrar uma relacdo explicita entre

épsilon e delta neste dltimo caso.
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Percebemos nos exemplos passados a exploracio do quadro geométrico e
algébrico. Tal mudanga decorre da possibilidade de conversdo de representagdes, que Duval
(1995, p. 40) caracteriza a conversdo como a acio que possibilita passar de um registro para
outro.

A exploracdo de uma diversidade de representacdes de um mesmo objeto
matematico ndo ¢ regra no ensino de Calculo ou, de um modo geral, no ensino de Matematica.
Duval (1995, p. 43) reforca nossa ilacdo, ao constatar que o ensino privilegia a aprendizagem
de regras concernentes a formacdo de representacdes semidticas e as concernentes ao seu
tratamento. Vale esclarecer que uma exploragdo didatico-metodolégica no ensino de Célculo
nao constitui simples tarefa. De fato, quando comparamos alguns objetos da Geometria Plana
(figura 3(g)), identificamos propriedades geométricas perceptiveis e que podem ser
concebidas mentalmente num exercicio de criatividade com estudantes; todavia, 0 mesmo nao
se pode afirmar em relagdo aos objetos do Calculo que envolvem imagens mentais elaboradas
(figura 3(h)).

Na figura 3(g), observamos um exemplo fornecido por Duval (1999, p. 9). A
respeito das operagdes realizadas sobre os objetos representados neste exemplo, explica que
unidades figurativas podem sofrer mudancas e re-configuradas, mentalmente ou
materialmente, em outra figura. [...] Muito frequentemente, a solucdo de problemas e
explicagdes sdo empregadas para convencer os estudantes e recorrer a tais transformacdes

como imediatas o 6bvias para o estudante. Podemos observar isto na figura 3(g):

Figura 3: Duval (1999, p. 9) explica as mudancas figurais (g) e representacio gerada por
computador (h).

Fonte: Elaborada pelo autor
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Quando fazemos referéncia, porém, a teoria do Célculo Diferencial e Integral, as
explicacdes dadas hd pouco por Duval apresentam um campo restrito de aplicacdo. De fato,
em vdrias situagdes de aprendizagem, conceber alguma reconfiguracdo mental, como os
objetos em 3D que representamos hd pouco, mesmo para uma mente treinada e experiente, no
caso do professor, é quase impraticdvel.

Duval referencia o ambito da resolucio de problemas em Matemaitica.

Observamos que ele acentua a importincia de convencimento dos estudantes. Por exemplo,

5.3
Xy

ndo € imediata a tarefa de mostrar que a fungdo g(x,y)=———, € limitada na origem,
X +

4

quando exploramos registros algébricos; entretanto, podemos convencer o estudante, ao

visualizar a figura 3(h), que conseguimos uma bola ou esfera, de raio 1, descrita pela equacio
2 2 2 _ . e . . .

x"+y +z =1 e, assim, notar/perceber que seu grafico fica completamente no interior dela,

quando nos aproximamos da origem (0,0,0). Do ponto de vista geométrico, entretanto,

propriedades como esta ndo podem ser exploradas, sem o auxilio computacional. Alids, no

ensino restrito ao quadro branco, o professor tenta improvisar, em dependéncia de suas

habilidades pessoais, figuras particulares de objetos no [l °que residem no espago [I°.

Podemos citar como exemplo a formula¢do: dado £ >0 devemos mostrar que existe ¢ >0,
tal que |f(x, y) —0| < & sempre que 0< ||(x, y)—(0, O)|| <J.

Sublinhamos que, no que concerne ao iniciante, dificilmente conseguird extrair
uma interpretacdo geométrica deste modelo de raizes weierstrassianas, sem mencionar que tal
modelo € um dos primeiros a serem apresentados e discutidos em sala de aula, num sentido
contrario ao que de fato observamos no percurso histérico de desenvolvimento do Calculo. A

este respeito, Grabiner (2009) recorda que:

Quando Newton e Leibnitz inventaram o Calculo, no final do século XVII, eles nao
usavam épsilon e delta em suas provas. Necessitou-se de 150 anos para o seu
desenvolvimento posterior. Isto significa que provavelmente seja laboriosa a tarefa
de compreender as bases rigorosas do Cdlculo. (p. 5, tradug@o nossa.)

A atividade matemadtica, geralmente, requer a ativacio paralela de dois ou trés
registros de representacdo (DUVAL, 1999, p. 6), todavia, no ensino de Calculo sem o recurso
computacional, os registros de que dispde o professor apresentam-se razoavelmente limitados.
Por fim, a aprendizagem avaliada e inferida em testes ou provas se restringe a aplicacdo de
um conjunto de regras e de procedimentos, como o ‘modelo épsilonico’, os quais, passado
algum tempo, sdo paulatinamente esquecidos.

Outro exemplo de situagdes-problema que exigem um célculo fastidioso que, no
final das contas, provoca pouco avanco significativo no conhecimento do estudante, refere-se

ao estudo de integrais multiplas. Para exemplificar, apresentamos uma situagdo-problema que
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segue o viés do ‘ensino tradicional’ restrito ao ambiente lapis/papel no contexto da exploracdo

de registros bidimensionais no célculo de uma integral.

Problema. Consideremos o cilindro x>+ y®> =1, o plano z=4 e o paraboléide eliptico
descrito por z=1—x"— y>. Calcular o volume limitado pela regifio entre tais objetos.

Um esbogo qualquer de uma figura, neste caso para servir como guia condutor
para o raciocinio, € completamente invidvel, exceto, para os alunos mais talentosos e
habilidosos. Em rotinas desta natureza, é corriqueira na identificacdo dos limites definidos da
integral tripla necesséria para a sua solugdo, todavia, dificilmente os estudantes apresentam

alguma nogdo ou entendimento a respeito do que de fato o valor numérico encontrado
significa o volume de uma regiao limitada no espago [J 3 (figura 4(1)).

Figura 4: Representacio da regiao limitada pelos objetos gerada por software Maple (i) e
os esenhos produzidos pelos alunos no plano (j) (HENRIQUES, 2006, p. 256).

" Fin [0 vew Peal Syl i dass e

i Ml

Fonte: Elaborada pelo autor

Na tese de Henriques (2006), encontramos uma andlise extensa de questdes de
ordem metodoldgica e didéticas relacionadas ao uso do recurso tecnolégico no ensino de
CVV. Logo no inicio, o autor destaca as timidas iniciativas de abordagem semelhantes no
Brasil. Com relacdo as tarefas especificas relacionadas com a nocao de integracdo, Henriques

(2006) destaca:

As tarefas comportam expressdes algébricas relativamente simples. Eles podem
resolver por um método puramente analitico, sem fazer apelo ao desenho, para
determinar o dominio de integragdo. Mas se podemos nos apoiar nos desenhos, a
compreensdo do problema pode ser simplificad. (p. 242, tradu¢do nossa).
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Este autor exibe algumas figuras (figura 4(j)) produzidas no ambiente lapis/papel
pelos sujeitos participantes do estudo. Nelas observamos o esforco intelectual de representar
objetos tridimensionais restritos ao plano; embora tais representacdes provoquem uma funcio
discursiva/descritiva dos sujeitos a respeito do que é concebido ou percebido. Falaremos da

relevancia desta func¢do cognitiva na secio seguinte.

3 ATIVIDADE ARGUMENTATIVA E DEMONSTRATIVA

No inicio do seu artigo, Duval (1991, p. 233) real¢a a ideia de que as dificuldades
apontam que a maior parte dos estudantes experimenta que compreender uma demonstracio
constitui um dos obsticulos mais resistentes ao qual se rende o ensino de Matematica. Nesse
artigo, Raymond Duval investiga algumas dificuldades na aprendizagem da nog¢do de
demonstragdo em Geometria Plana, para criancas numa faixa etdria de 13-14 anos, segundo o
sistema de ensino francés. Uma questio discutida diz respeito as diferencas entre a atividade
argumentativa e uma atividade demonstrativa. As consequéncias sdo imediatas para o
professor de Matemadtica que, ndo diferenciando uma argumentagdo de uma demonstragdo,
ndo lograra éxito na criacdo de um terreno fértil para a mobilizacdo de saberes distintos
relacionados com estas duas nogdes.

Vejamos, entretanto, algumas questdes iniciais expressas pelo didata francés.
Logo no inicio, Duval adverte que, no funcionamento do raciocinio, é importante distinguir
dois tipos de passagem: um corresponde a um passo de raciocinio, e outra consiste na
transicdo de um passo de raciocinio para outro. O primeiro tipo constitui uma inferéncia, o
segundo um ‘encadeamento’ (1991, p. 235).

O primeiro tipo de passagem a que Duval faz referéncia é conhecido como

‘inferéncia’. Por exemplo, quando temos um tridngulo retangulo AABC, de -catetos
AB=be AC=c ¢ hipotenusa BC=c , entdo, por meio de uma ‘inferéncia’, concluimos que
¢* =a’>+b*. De modo semelhante, se sabemos que num tridngulo qualquer AABC, temos a

seguinte relacio entre os catetos e a hipotenusa, ¢’ =a’+b*, entdo, necessariamente,
inferimos que o mesmo deve ser retingulo com relag@o a algum dos seus vértices.

Note-se que acabamos de descrever o teorema de Pitdgoras e sua pouco divulgada
e/ou conhecida reciproca. Duval explica que este tipo de ‘inferéncia’ ou passagem se faz por
meio de uma ‘regra explicita’, relevante a uma teoria, assim o passo de raciocinio possui uma
organizagdo ternaria (1991, p. 235). Tal observagéo introduzida por Duval proporciona uma
distin¢do inicial entre o raciocinio dedutivo e o raciocinio argumentativo. Com relacio a este
ultimo, além da dependéncia das representacdes dos interlocutores, € justamente o recurso e
emprego de ‘regras’, nem sempre explicitas e de validade reconhecida, condicionado pela
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propria estrutura da lingua, o que revela um cardter marcante desta Ultima forma de
raciocinio.

Por outro lado, notamos que, no caso particular do teorema de Pitdgoras, apenas o
‘estatuto operatorio’ é levado em consideragéo, ou seja, a possibilidade concreta de verificar a
tese, referendando-se nas premissas mencionadas hd pouco. Em relacdo a este fato, Duval

esclarece:

Dizendo de outro modo, em um passo de deducdo, as proposicdes ndo sdo
relacionadas em funcdo de suas relacGes seminticas entre seus contetidos
respectivos (oposi¢do, sinonimia, particularizacéo, etc), mas unicamente em virtude
de seu estatuto previamente fixado (hipéteses de partida ou conclusdes ja obtidas e
regras de inferéncia). (1991, p. 236, tradugdo nossa.)

Tal variabilidade do estatuto operatdrio de uma proposi¢ao proporciona atividades
desconcertantes aos estudantes que, geralmente, consideram de modo prioritirio o seu
‘conteido’, em detrimento de amplo dominio de sua operacionalidade, dentro de uma teoria.
Vejamos, porém, um exemplo especifico no Calculo. Temos por exemplo a seguinte
proposi¢do: toda funcdo diferencidvel do tipo (I) y= f(x) ou (I) z= f(x,y) deve ser
continua. Encontramos este resultado com facilidade nos livros de Célculo.

Vamos comparar as representagdes semidticas ordindrias requeridas nos casos (1)

e (IN. Em (I), desde que partimos da premissa de que a funcao é diferencidvel, escrevemos:

i f G+ A~ L) _

0. No caso (II) temos a condigio do  limite
Ax—0 A_x
tim Lt AT, onde L0 = £ ()= [ 1(3) - Ax ¢
(AxAy)—0.0) H(AX, Ay)H

0
T(x,y)=f(x, yo)_aj;(xo’ yo)'Ax_g{C(xo’yo) ‘Ay.

Geralmente, nos livros didaticos, encontramos alguma interpretacio geométrica
para a propriedade descrita em (I). A interpretacio geométrica usual é que este limite

representa o ‘erro’ que se comete ao tentar aproximar a funcdo y = f(x) da reta tangente ao
grifico L(x)= f(x,)— f'(x,)-Ax, no ponto (x,,f(x,))€ IR*>. Ja no caso (II), o limite é
interpretado como o ‘erro que se comete ao aproximar uma superficie no IR’ de um plano
tangente no ponto (x,,y,,f((x,,y,)) . Note-se que estas formula¢des proposicionais que
caracterizam o comportamento e a posicdo relativa entre dois objetos (curva—reta e
superficie — plano ) permite um raciocinio argumentativo bem mais amplo do que comparado

as proposicdes produzidas a partir da dedugdo da respectiva demonstracdo formal. Por outro
lado, observamos que o ‘estatuto operatério’ é preferido pelo professor, na medida em que

fornece maior nivel de confianca.
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Na perspectiva de Duval, encontramos a caracterizacdo do que ele chama de
‘atitudes proposicionais’. Tal nog¢do é caracterizada como segue: as expressdes chamadas
‘atitudes proposicionais’, podem igualmente preencher um papel: “sabemos que...(proposi¢ao
de entrada), estou certo de que...(conclusdo), gracas ao teorema...”. Mais adiante, Duval

(1991) acrescenta:

Nos prendemos a uma proposi¢ao, em geral, ao seu valor 16gico: ela é verdadeira ou
falsa. Mas independentemente de seu valor, ou em relagdo a tal, uma proposi¢io
pode possuir outros valores: ela pode parecer evidente e incontestdvel, incerta,
conjeturdvel, absurda, indecidivel, possivel, etc. [...] O valor epistémico € grau de
certeza ou de convic¢@o atribuida a uma proposi¢do. Toda proposicao, assim, possui
um valor epistémico pelo simples fato que seu contetido € considerado como
relevante ou de uma opinido, ou de uma crenga, de uma suposi¢cdo, ou de uma
evidéncia comum, ou de um fato estabelecido, ou de uma convencdo, etc (p. 254-
255, tradugdo nossa).

O longo excerto de Duval merece varios comentdrios e esclarecimentos.
Salientamos que o primeiro aspecto mencionado referente ao ‘valor légico’ de uma
proposigdo, transforma-se numa exigéncia constante no ensino/aprendizagem de Célculo. Tao
intensa € tal exigéncia que, praticamente, todo o seu ensino gravita ao redor deste fato. Vale
recordar que, quando um professor contempla e busca verificar determinada inferéncia, esta,
para o experiente, j4 possui um valor 16gico verdadeiro, uma vez que ele conhece, detém
aquele conhecimento que diz respeito a determinada propriedade formal enunciada. Ao passo
que, para o aluno, toda a sua idiossincrasia repousa no campo da ‘crenga’, na compreensdo de
um conteido; uma vez que, na maioria das ocasides, o aluno ndo sabe com exatiddao aonde o
professor tenciona chegar.

Assim, retomando os exemplos dos teoremas mencionados ha pouco, para o
estudante, as atitudes proposicionais diante da proposi¢do enunciada em cada caso podem ser
duas: (i) aceitacdo imediata e sem compreensdo da verdade do conhecimento enunciado pela
proposi¢do ou (ii) manifestacdo de duvida ou incerteza quanto a credibilidade da mesma
(relacionada ao valor epistémico).

Sublinhamos que ambos os itens dependem diretamente do modo de
condu¢do/mediacdo do docente em sala de aula. O professor de Célculo pode ser aquele
simpatizante do formalismo, que, em determinados aspectos, privilegia o tecnicismo,
caracterizado pela hegemonia do raciocinio algoritmico e dedutivo. Deste modo,
compreendendo ou ndo, uma regra (procedimento) é estabelecida de modo pouco questionado
pelo mestre.

Por exemplo, os alunos costumeiramente sdo apresentados ao seguinte teorema

formal ‘se z= f(x,y) € diferencidvel em (x,,y,), entdo z= f(x,y) possui derivadas

parciais em (x,,y,) . De modo resumido, a demonstra¢do da tese a que esta proposi¢do faz
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referéncia € executada pelos livros didaticos e, consequentemente pelo professor, da seguinte
forma sistemdtica: desde que, por hipdtese, f € diferencidvel, teremos por definicdo

i EGo+Avy, +Ay)
(Ax,A7)—(0,0) ||(Ax,Ay)||

=0. Segue que num caminho particular, temos:

St Ax YY) = (%, ¥)—aAx—=b.0

lim =0.E, portanto, escrevemos:
Ax—0 ‘Ax‘

lim SO+ A%, 0) = f (%, ) =a,onde ael] .

Ax—0 Ax

No fim deste ritual, divisamos nos livros didaticos (BUCK, 1965; CHANON, 2009;
GUIDORIZZI; 1986; LARSON, 1998; LEITHOLD, 1982; KAPLAN, 1993; SWOKOWSKI,
1979; STEWART, 2004) a seguinte codificacdo ‘c.q.d.’, que em Matematica, significa, ‘como
se queria demonstrar’, mas cabem aqui alguns questionamentos.

O primeiro diz respeito a dimensao subjetiva do estudante, quando ndo podemos
afirmar tacitamente se este manifestou interesse e desejo de demonstrar a referida propriedade
salientada pelo professor. Segundo: o teorema acima se refere a nog¢do de ‘existéncia’ das
derivadas parciais e, partindo deste pressuposto, podemos esperar que o estudante, no seu
universo ingénuo e particular, compreenda a nocdo de existéncia de uma derivada parcial?

Na pratica, esta nocdo apresenta grande significacdo para o matematico
profissional que possui uma visdo local e global daquele contetido. Neste sentido, Poincaré
(1906, p. 7) dizia que as matematicas sdo independentes da existéncia de objetos materiais. E
a palavra ‘existir’, em Matemdtica, ndo possui outro sentido que ndo seja isento de
contradi¢des. Deste modo, estabelecer a existéncia de uma das derivadas parciais pode
satisfazer a necessidade pessoal do professor, embora para o aluno todo aquele esforco parece
descabido e sem sentido. Terceiro: uma vez estabelecida a verdade matematica relacionada a
proposi¢do enunciada, podemos esperar que, a partir dai, mediante o seu emprego nas
situacdes-problema, sua aprendizagem, compreensdo e significacdo para o estudante esteja
assegurada?

Se aceitarmos de modo imediato e automadtico, tdo automatico quanto a exposi¢do
e apresentagdo deste teorema, que as respostas para tais questdes sdo pouco relevantes no
ambito do ensino/aprendizagem, reduzimos a importincia dos fendmenos envolvidos na
aprendizagem e, consequentemente, a atividade do professor ao ensino. De fato, evidenciamos
na prética crencas descabidas que asseguram que ‘um bom dominio de contetido € suficiente
para qualquer aprendizagem’.

No locus académico, via de regra, o aluno assiste a exposi¢do dos teoremas, copia

as demonstragdes em seu caderno, e, na sequéncia, realiza uma série de exercicios, que na
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maioria dos livros de Calculo Avancado, emprega rotinas e procedimentos que acentuam o
cardter operatorio dos conceitos em detrimento do cardter conceitual e semantico. Pode-se
mesmo questionar a eficdcia deste tipo de ensino quando, ao final da resolugdo exaustiva de
inimeros exercicios envolvendo a no¢do de derivada parcial, questionarmos aos alunos: o que
¢ mesmo uma derivada parcial? Que relagdes perspectivamos entre esta e a derivada de uma
funcdo a uma variavel real?

Sem muito rigor na apuracdo de dados que fornecem alguma explicacdo para esta
questdo preocupante, escutamos a seguinte declaracdo recorrente: ‘hd, professor...saber o que
€ eu nado sei..mas sei fazer as contas!” A demonstracdo do teorema que mencionamos,
entretanto, ainda requer um tultimo comentdrio. Neste sentido, reavemos as ideias do filésofo
franc€s Paul Souriau (1852 — 1926), quando, em seu livro Théorie de L’Invention, de 1881, se
destaca pelo interesse de andlise da atividade mental que requer o emprego da intui¢cdo no
campo da atividade artistica. Ele cunhou a expressdo ‘pensar de lado’ % que, de uma
perspectiva metaférica, compreendemos como a capacidade em Matemadtica de mobilizar dois
raciocinios de modo concomitante; entretanto, haja vista a natureza eminentemente linear e
inferencial da atividade dedutiva, diferentemente da atividade argumentativa, os raciocinios
possiveis de se executar ao mesmo tempo, dizem respeito, necessariamente, a um raciocinio
dedutivo e outro intuitivo.

Esta tltima afirmacio requer um exemplo. Vamos imaginar entdo que um
professor inicia a resolucdo efetiva de uma situagdo-problema. Com toda a sua experiéncia,
ele consegue divisar os instrumentos conceituais mais indicados para o emprego efetivo na
resolucdo. Vamos considerar ainda que o docente estd restrito ao ensino sem recursos
computacionais. Assim, ao dar continuidade na sua resolucdo, desde que se trata de um
conhecimento familiar e habitual, como todas as inferéncias 16gicas (*) bem conhecidas, o
professor pode, em determinadas situagdes, simplesmente aplicar e produzir resultados
baseados no poder das inferéncias logicas e os elos necessarios sio identificados, relacionados
e aplicados quase automaticamente, com arrimo do cdlculo proposicional, de raizes

aristotélicas. Evidenciamos isso na cadeia (*).
P =P =P = P = p,sonde {ppy, Py pys Py} ()
Assim, no decorrer do tempo, produzindo uma atividade praticamente mecanica,

porque extremamente conhecida, o professor continua a apresentar sua resolucdo aos seus

pupilos com a mesma facilidade com que descascaria uma laranja. Bem, aos olhos do

? Souriau (1881, p. 7) explica que quando direcionamos nossa palavra, nosso pensamento vai além. Com esta
colocacdo ele fornece uma significacio para o termo ‘pensar de lado’.
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estudante, toda essa cena parece inebriante. E comum o estudante dizer para si mesmo ou
comentar com seus colegas: Poxa, quando ele faz parece tao fécil!

Vamos supor, entretanto, que o professor experiente comece a sentir que algo ndo
anda muito bem ou ndo funciona como previsto. O docente percebe/sente que ha alguma
inconsisténcia envolvendo a ideia de sua estratégia. Assim, ele comeca a ‘pensar de lado’, ou
seja, ao passo que emprega suas inferéncias logicas e escreve na lousa o produto de sua
atividade dedutiva, o professor imagina e antecipa mentalmente o final de sua argumentacio,
com a esperanca de alcangar ou ndo o objetivo final da questdo. Portanto, enquanto escreve as
representacdes necessdrias para a sua solucdo, notou a partir deste ‘pensamento lateral’ que
permitiu o avanco do raciocinio intuitivo, algo relacionado ao fato de que a sua ideia
conduzird a um erro ou contradi¢cdo. De fato, qualquer aluno ja deve ter deparado um professor
de Matemdtica que simplesmente abandonou uma argumentacdo inicial para a resolucdo de um
problema, ao admitir que a ideia ndo seria muito adequada no caso.

Admitimos que uma habilidade desta natureza nao € obtida de modo automético
em nossos alunos, entretanto, nunca serd desenvolvida se ndo for, por sua vez,
cuidadosamente instigada. E interessante compreendermos o papel de dois elementos citados
na situagdo anterior. O primeiro diz respeito ao papel da linguagem empregada e escrita na
lousa pelo mestre. E o segundo elemento se refere a capacidade de organizar e sistematizar as
ideias matemdticas envolvidas. Destacamos que Duval ndo foi o dGnico a observar a intima
relacdo entre estes elementos. Neste sentido, podemos destacar Sauriau (1881, p. 128),
quando explica que a linguagem é capaz de substituir o pensamento, uma vez que as palavras

podem substituir as ideias. E, mais adiante, Sauriau (1881) acentua que:

Quando mencionamos, por exemplo, a palavra ‘tridngulo’, ou se a vemos escrita,
imaginamos imediatamente a figura geométrica que aprendemos associar a este som
ou letras. E de modo similar, se pronuncio ou escrevo esta palavra, sabemos que a
mesma nao faltard em me sugerir uma concepcdo semelhante. Assim, as palavras
possuem a propriedade de despertar em nossos espiritos certas imagens, que s3o o
que denomino de significacdo (p. 121, traducdo nossa).

Mais uma vez trazemos um autor reportando a uma teoria que, do ponto de vista
geométrico, ndo fornece tantas dificuldades ao entendimento, como no caso do Calculo. De

fato, desafiamos um estudante ou um professor imaginar a superficie (paraboldide
hiperbélico) descrita por f(x,y)=x>—y(figura 5(1)). Até seu nome, aos olhos dos

iniciantes, parece esquisito. Desafiamos também, a partir de um exercicio mental, a

concepgdo e a localizag@o de retas tangentes na dire¢do dos eixos Ox ou Oy.

Neste caso particular, quando o aluno recorre as parametrizagdes a(t)=(1,0,t") e

P | .oodz
B(t)=(1,0,+*), a andlise do seu comportamento no que se refere as taxas de variacio d—(t)
X
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dz . ~ .
ou d—(t) € o mesmo que no caso do CUV, para fun¢gdes em uma varidvel real, onde temos a

: . d ~ . . ol ~
seguinte notagdo d_y Nao se compreende bem o motivo pelo qual os livros didéticos ndo
x

realizam a forte ligacdo entre estas representacdes que se relacionam com a mesma nogdo, a
de declividade da reta tangente a uma determinada curva (figura 5(1)).

Figura 5: Representacdo de uma superficie e as possibilidades de calculo da taxa de
variacao (a) e Exemplo de questao do ENADE-2008".

QUESTAO 26
Analisando a fungdo fix, v) = ¥*(x - 1)+ W2x - v), definida nc
G dominio D={(x,y) e B:; 1 <x < 1, =1 <y < |}, umestudante de
r.?'*

7 f.i!#*‘“ calculo diferencial escreveu o seguinte:
ol

SR

t A fungdo ftem um ponto de minimo global em D
porque {m)
0 ponto (0, 0) € um ponto critico de f.

A respeito da afimmagiio feita pelo estudante, assinale a opic
correla.

Fonte: Elaborada pelo autor

Destacamos o fato de que acrescentamos na figura a representagdo das curvas
parametrizadas sobre a superficie. Com isto, o aluno pode observar todos os elementos em
questdo. A visualizacdo aqui assume cardter singular e motivador para a aprendizagem. Com
uma preocupacao semelhante, Duval (1996, p. 6) salienta que os valores visuais significantes,
ou pertinentes, da representacdo nao sdo dados separadamente como numa escrita, mas sao
fundidos e integrados numa tnica forma percebida.

Note-se o papel importante desempenhado pela percep¢do e intuicdo do sujeito.
Quando comparamos registros geométricos como registros analiticos do mesmo objeto
matemadtico, as primeiras possibilitam uma apreensdo bem maior quando comparadas com as
segundas. Duval (1995) referenda nossa afirmac@o ao comentar que € largamente admitido
que as figuras formam um suporte intuitivo importante nas tarefa em Geometria: elas
possibilitam observar bem mais o que os enunciados nio mencionam, permitem explorar e
antecipar. (p. 180)

Como mencionamos nas sec¢Oes anteriores, uma complexidade maior a ser

considerada € a transi¢do do cendrio de apresentacdo destes objetos. Notamos que Duval

? Documento disponivel no site: http://www.inep.gov.br/superior/enade/default.asp
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referencia de modo particular o ensino de Geometria IR, enquanto nosso interesse da
discussdo se relaciona as representacdes semidticas localizadas no espaco tridimensional. Nao
apenas esta diferenga, porém, merece atencdo e provoca considerdveis mudangas no
tratamento das representacdes do CVV. De fato, notamos que se tornam mais complexas as
notagdes/simbologias; aumento da complexidade de regras e operagdes; argumentos formais
sofisticados, em muitos casos explicados apenas com referéncia a Anélise no IR", o que foge

do horizonte de compreensdo de um estudante de um curso de licenciatura.

4 CONSIDERACOES FINAIS E RECOMENDACOES

Notamos nos trabalhos devidos ao francés Raymond Duval uma preocupacio
recorrente com a comunicacdo do conhecimento matematico, por intermédio e recurso a
simbologias especificas. No caso da Matemadtica, seu papel é de destaque, uma vez que, ndo
existe conhecimento que possa ser mobilizado por um sujeito sem uma atividade de
representacdo (DUVAL, 1995, p. 15). Ainda com referéncia ao saber matemadtico, o autor
fornece algumas implicagdes e condicionantes internos e externos relacionados ao uso de

representacdes, ao concluir que:

A diversificagdo de registros de representagdes semilticas € constante no
desenvolvimento dos conhecimentos tanto do ponto de vista individual como
cultural. Sua importdncia para o funcionamento do pensamento é geralmente
explicado pelas diferengas de custo ou de limitagdo para a funcdo de tratamento, e
pelas fungdes responsdveis pela comunicacdo, que existem entre registros (DUVAL,
1995, p. 59, tradug@o nossa).

Nas secdes passadas, discutimos a importancia da comunicagdo, tanto as ideias
veiculadas pelo professor como aquelas explanadas pelos estudantes. Em geral, estas podem
ser identificadas na atividade argumentativa e dedutiva deles, embora esta tltima, por tradicio
e comodidade, seja sempre mais valorizada. Esta posic¢do arbitréria € peculiar ao professor de
Matematica que apresenta e estabelece suas notacdes e simbologias como um passe de
madgica. Na perspectiva do autor aqui discutido, observamos certa negligéncia por parte do
docente, no sentido de evidenciar o significado para as representagdes exploradas, tanto no
caso especifico do Célculo como outros ramos da Matemaética.

Outro fator preocupante € indicado por Ernest (1991, p. 250), quando recorda que
a aprendizagem em Matemdtica € hierarquica, significando que existem itens do
conhecimento e habilidades que sdo prerrequisitos necessdrios para a aprendizagem de outros
itens matematicos subseqiientes. De modo particular, notamos esta concep¢ao em sala de aula,
impregnando o ritual daquele professor, que dedica boa parte de sua aula na demonstragdo de
todos os enunciados e demonstracdes de teoremas, de modo seqiiencial e sistemdtico. Ao

final, a expectativa do docente é de que todo aquele conhecimento pode ser aprendido e
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compreendido, uma vez realizada sua explanacio sistemdtica na lousa, e que automaticamente
passam e ser prérrequisitos para outro aprendizado.

Na pritica, o processo de internalizac¢do e elaboracdo progressiva de conceitos matemdticos é
bem mais complicado e envolve mais elementos do que uma visdo reducionista e obsoleta
costuma contemplar. A aprendizagem depende de varios outros fatores do que apenas da
exposicdo irrepreensivel do mestre. Necessita-se, como vimos nas secdes passadas, de um
emprego conveniente de notacdes e/ou simbologias. Da exploragdo da dimensdo intuitiva, da
apreensao perceptual (ALVES, 2012d) dos conceitos matemadticos e ndo apenas do emprego
do raciocinio condicionado pelo tratamento dos mesmos.

De fato, nesta parte final do trabalho, trazemos (figura 5(m)) uma questio
presente na prova do ENADE/2008, referente aos conteidos matematicos especificos do
curso de Licenciatura. E interessante que, para resolvé-la, o aluno ndo necessariamente
precisa conhecer o registro geométrico de um ponto de maximo ou minimo global. Nao
precisa também identificar o comportamento no plano dos pontos onde o campo definido pelo
campo gradiente Vf(x,y)se anula. A condicdo Unica nesta questdo € recordar ou ndo as
hipéteses e tese do teorema para o estudo da 2° derivada para fungdes do tipo z= f(x,y). O
aluno pode até mesmo desenvolver o tratamento dos registros da questdo, entretanto, se
apresentarmos para ele a superficie referente a representagio f(x,y)=x"(x—1)+y(2x—y),
dificilmente ele conseguird explicar, por meio de um raciocinio argumentativo, o
comportamento em cada ponto indicado na questdo.

Nesta questdo, o que avaliamos do aluno é o conhecimento algoritmico, o valor
l6gico das proposi¢des extraidas das hipéteses. Os Unicos registros de representacio
explorados sdao a lingua materna e os registros analiticos e ndo had coordenagdo de
representacoes. Semelhantemente as questdes que destacamos nas sec¢Oes anteriores
relacionadas a nocdo de limite, o estudante simplesmente executa um procedimento, mas
pouco tem a falar, explicar e significar a origem ou o motivo de tais inferéncias ldgicas,
consequentemente ndo observamos a evolugdo de sua atitude proposicional (DUVAL, 1991).

No ensino notamos que os elementos ldgicos sempre sdo mais visiveis e
prioritariamente valorizados. Por outro lado, os elementos relacionados a aprendizagem sio
tomados de modo simplificado e, na maioria dos casos, ndo compreendidos e descuidados. A
necessidade de considerar outros elementos no processo de ensino/aprendizagem € destacada

por Duval (1999) quando explica:

A atividade matemdtica possui dois lados. O lado visivel e conclusivo é o dos
objetos matemdticos e os processos vdlidos utilizados para resolver um dado
problema. O lado crucial e escondido é o que se refere as operagdes cognitivas pelas
quais podemos realizar, validar processos e ter acesso a tais objetos. (p. 24).
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Ao longo deste texto, buscamos apresentar algumas situagOes-problema que
evidenciam uma critica ao ensino do Célculo que se fortalece apenas no lado visivel da
Matematica, como apontou Duval hd pouco; entretanto, a valoriza¢do do cariter logico e a
desconsideragdo da dimensdo epist€mica das proposicdes proporcionam nefastas
consequéncias, como, por exemplo, a apontada por Mariani (2006, p. 203), quando em sua
conclusdo observa que o registro da lingua natural ainda nos permitiu constatar que os alunos
possuem muitas dificuldades em relacdio ao rigor na elaboracdo de argumentacdes
apresentadas e, algumas vezes, ndo atribuem o real significado as simbologias expressas nas
argumentacgoes (p. 203).

Em nosso caso, especifico do Célculo Diferencial Integral a Vdrias Varidveis,
suspeitamos de que a situacdo identificada empiricamente no estudo de doutoramento
desenvolvido por Mariani pode ser generalizada e dispde de outros elementos complicadores,

bastando observar algumas notacdes recorrentes num curso de Calculo, tais como:

9’ f . 9.9 . :
30 (x,¥); % [ ™ (01 fo (X5 ¥0) 5

i) ['[*reeydxdy ;[ [ £xy. odxdydz ()

fa

As incompreensdes, erros e insegurangas dos estudantes devem ser considerados
no ensino de Célculo. A mediacdo diditica do professor ndo pode levar em consideracio
apenas os seus acertos, uma vez que os fracassos e incompreensdes nao surgem num cenario
de modo isolado, pois possuem uma histéria anterior, relacionada aos hdbitos de estudo da
pessoa, com destaque para suas habilidades mentais em relacionar os contetidos que ja lhes
sdo familiares com o novo saber desvelado pelo mestre. Duval (1999) refor¢a nossas
colocacdes, a0 manifestar uma preocupagdo semelhante, quando diz que para se estudar a
complexidade da aprendizagem em Matemadtica, devemos levar em consideracdo os
estudantes, e ndo apenas a complexidade dos conceitos ensinados. Porém, existem indmeras
formas de referenciar o que os estudantes fazem, fornecem suas explicagdes, obtém suas
conclusdes (p. 3, tradugdo nossa).

Os ensinamentos de Raymond Duval sdo frutiferos no ensino de varios ramos do
conhecimento matemadtico, e encontram uma significacio particular no Célculo Diferencial e
Integral, em virtude deste se destacar por um amplo e complexo sistema notacional que
viabiliza o acesso de objetos conceituais ideais. A Teoria das Representacdes Semidticas tem
sido empregada em inuimeros trabalhos de destaque, tanto no Brasil (CELESTINO, 2008)
como no Exterior (HENRIQUES, 2006), entretanto, tal fundamentacdo ainda néo faz parte de

um componente do professor de Matemdtica em formacdo. Neste sentido, ela pode fornecer
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subsidios diferenciados para o professor, inclusive potencializar suas abordagens
metodoldgicas (ALVES, 2012a; 2012b; 2012c).

Por fim, uma das habilidades cognitivas mais importantes na aprendizagem,
segundo Duval (2006), que é a coordenagdo de representacdes semidticas, € desconsiderada,
uma vez que o ambiente: ldpis e papel provoca restrigdes intransponiveis e,
consequentemente, aprendizagens limitadas, em virtude de ndo proporcionar a evolugdo de

‘imagens mentais*’ dos objetos conceituais do CVV.

4 Lautrey & Chartier (1987) discutem o resultados das experimentagdes desenvolvidas por Jean Piaget com
respeito a evolucdo de imagens mentais. Observam que para alguns psicélogos, a imagem mental é um traco
residual da percepgdo. Tendo em vista que no ensino tradicional nfio conseguimos gerar representacdes dos
objetos do CVV, consequentemente, ndo exploramos a percep¢do dos alunos. Deste modo, sem percepcdo, ndo
podemos esperar a evolucdo de imagens mentais.
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