cone)-{oes

CIENCIA E TECNOLOGIA

DADOS CIRCULARES: TRATAMENTO, ANALISE E UMA
APLICACAO A DADOS REAIS

FERNANDA VITAL DE PAULA!, THAFNE SIRQUEIRA CARVALHO?

1'Universidade Federal do Norte do Tocantins - UFNT
2Universidade Federal de Brasilia - UnB
<fernandavital @uft.edu.br>, <thafne.sirqueira@mail.uft.edu.br>
DOI: 10.21439/conexoes.v18i0.3300

Resumo. A Estatistica Circular € um ramo importante da Estatistica que tem sido necessario em diversos
campos cientificos. As técnicas de andlise de dados na reta mostram-se inadequadas para o tratamento
de dados circulares e assim, novas técnicas de medida de tendéncia central e dispersdo foram desenvol-
vidas, como o dngulo médio, mediana, varidncia e desvio padrdo. Além disso, héd graficos especificos
para representacdo de dados circulares como o histograma linear, histograma angular, diagrama de rosas
e grafico de dispersdo e distribui¢des circulares importantes para o estudo da distribui¢do de dados cir-
culares como a von Mises e a Cardioide. O intuito deste trabalho é apresentar conceitos da Estatistica
Circular com o propésito de divulgar e motivar o uso de suas ferramentas, apés um levantamento bibli-
ogréfico, além de ilustrar a aplicacdo de algumas dessas ferramentas por meio de um exemplo real onde
as dire¢Oes das cidades de origem dos alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Federal do Norte do Tocantins serdo analisadas. No estudo de tais direcdes, a estimag¢do dos pardmetros
dos modelos von Mises e Cardioide serdo estimados computacionalmente pelo método da maxima ve-
rossimilhanca, via o software RStudio.

Palavras-chave: estatistica circular; dados circulares; von mises; cardioide.

CIRCULAR DATA: TREATMENT, ANALYSIS AND AN APPLICATION
TO REAL DATA

Abstract. Circular Statistics is an important branch of Statistics that has been needed in many scientific
fields. Line data analysis techniques are inadequate for treating circular data and, therefore, new techni-
ques for measuring central tendency and dispersion have been developed, such as mean angle, median,
variance and standard deviation. In addition, there are specific graphs for representing circular data, such
as linear histogram, angular histogram, rose diagram and scatter plot, and important circular distributions
for studying the distribution of circular data such as von Mises and Cardioid. The purpose of this work is
to present concepts of Circular Statistics with the purpose of disseminating and motivating the use of its
tools, after a bibliographic survey, in addition to illustrating the application of some of these tools through
a real example where the directions of the cities of origin of the students of the Degree in Mathematics
at the Federal University of Norte do Tocantins will be analyzed. In the study of such directions, the
estimation of the parameters of the von Mises and Cardioide models will be computationally estimated
by the maximum likelihood method, via the RStudio software.

Keywords: circular statistics; circular data; von mises; cardioid.

1 INTRODUGAO como angulos ou como pontos na circunferéncia do cir-
culo unitario, no sentido hordrio ou anti-horario, e sdao
expressos em graus ou radianos, a partir de alguma ori-
gem. E importante destacar que tais 4ngulos ndo sio

A Estatistica Circular € um campo da Estatistica que se
dedica ao estudo de dados direcionais em duas dimen-
soes. Nesse sentido, os dados podem ser representados
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necessariamente resultados de medi¢des. Existem da-
dos que podem ser convertidos em angulos como os
horérios de ocorréncia de crimes em um determinado
local.

Dados circulares derivam de muitas dreas do conhe-
cimento como Biologia, Geografia e Meteorologia. Al-
guns exemplos de aplicagdo sdo os seguintes:

« Angulos de ligacdo das moléculas (Viftrup et al.,
2007);

* Diregdes do vento (Davis; Sampson, |1986);

* Padrdes de tempo na incidéncia de crimes (Bruns-
don; Corcoran, [2006);

* Padrdes de tempo dos eventos no campo da ciber-
seguranca (Pan; Tomlinson; Koloydenko, [2017);

* Incidéncia de sarampo ao longo dos anos (Guo;
Guo; L1, [2010).

Tratar dados circulares por meio de ferramentas for-
necidas pela Estatistica usual ndo € adequado, dadas a
sua natureza e periodicidade. Destaca-se que, neste tra-
balho, o termo Estatistica usual serd utilizado para se
referir as técnicas e aos métodos destinados a andlise
de varidveis na reta. Um exemplo simples para enten-
der a ndo adequacgao das ferramentas estatisticas usuais
aos dados circulares pode ser dado pelo seguinte: su-
ponha que exista o interesse em saber o hordrio em que
costumam ocorrer assaltos em um determinado bairro
de uma cidade e tem-se uma amostra de tamanho dois
com os valores 23h e 01h, ou seja, dois assaltos ocorre-
ram nesses hordrios. Calculando a média amostral des-
ses dois valores, conforme a Estatistica usual, obtém-se
12h. Observando a Figura [} onde sdo representados
ambos os dados e a média aritmética obtida, observa-
se que 12h ndo é um hordrio adequado para resumir a
amostra.

O exemplo evidencia que ferramentas estatisticas
usuais podem ndo ser suficientes para tratar dados com
caracterfsticas periddicas ou direcionais, sendo neces-
sario lancar mio de ferramentas mais apropriadas. Para
o caso considerado, a Estatistica Circular fornece uma
medida denominada direcdo média circular que tem
0 mesmo propdsito da média aritmética na Estatistica
usual e é dada por:

Figura 1: Representacdo dos valores da amostra considerada e da
média aritmética usual obtida.
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No exemplo dado, a fim de obter um valor que re-
suma e represente bem os dados, sob a abordagem da
Estatistica Circular, o tempo € convertido em angulos
usando a equacio

_360°-h

“T T
onde « é a medida angular e &, o horario dado. Nessa
conversdo, 24h equivale a 360° no ciclo trigonométrico

e 0° corresponde a Oh. Para 23h e 01h, tem-se os angu-
los 345° e 15°, respectivamente. Assim,

. >z cosfi _ cos345° +cos15° 9 cos 15°
n 2
e y— >i—psenf; _ sen345° +senl5° 0. 3
n 2
Logo,
6 = arctan (E) = arctan 0 = 0°. )
x

Portanto, o horario médio dos assaltos conforme a
amostra do exemplo considerado ¢ 0° ou Oh. Tal va-
lor representa adequadamente a amostra, notando as-
sim que os cdlculos da dire¢cdo média circular e média
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arimética se diferenciam e podem fornecer valores dis-
tintos.

Neste sentido, este artigo tem o objetivo de apresen-
tar algumas ferramentas fornecidas pela Estatistica Cir-
cular, por meio de um levantamento bibliogréfico. Ape-
sar da grande relevancia e possibilidades de aplicagdes
da Estatistica Circular, trata-se de um campo carente
em referéncias bibliograficas como manuais, artigos e
livros, em portugués. Tal fato dificulta o conhecimento
da potencialidade desse campo pelos pesquisadores bra-
sileiros das areas mais diversas. Dessa forma, este tra-
balho vai ao encontro da necessidade de divulgacdo da
Estatistica Circular e de motivagdo ao uso de suas fer-
ramentas. A potencialidade de tais ferramentas é evi-
denciada pelo tratamento descritivo de dados circulares
reais referentes as dire¢des dos municipios de naturali-
dade dos alunos dos estudantes do Curso de Licencia-
tura em Matemdtica da UFNT, campus de Araguaina, e
pelo ajuste de modelos probabilisticos aos dados. Para
o tratamento dos dados, o pacote circular e outras fer-
ramentas do software RStudio foram utilizados.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A Estatistica Circular se caracteriza pelo tratamento
de dados circulares. Tratd-los por meio de ferramentas
fornecidas pela Estatistica usual ndo é adequado, con-
forme evidenciado pelo exemplo apresentado na intro-
ducdo desse trabalho, tendo em vista a natureza e peri-
odicidade desses dados. Para tratar os dados circulares,
“deve-se ter em mente que estes apresentam caracterfs-
ticas proprias, tanto em termos de modelagem quanto
em termos de tratamento estatistico descritivo" (Neves,
2015).

A Estatistica Circular € um ramo importante da Es-
tatistica que tem sido necessdrio em diversos campos
cientificos como Biologia, Medicina, Geologia, Mete-
orologia, entre outros (Paulal 2018). Alguns exemplos
sdo as dire¢des do movimento de um animal ap6s um
determinado estimulo, as dire¢cdes do vento e os horé-
rios de chegadas de pacientes em um hospital.

Para a utilizacdo de ferramentas, técnicas e meto-
dologias mais apuradas da Estatistica Circular e reco-
nhecimento de suas potencialidades, sdo necessarios al-
guns conceitos fundamentais que serdo apresentados a
seguir.

2.1 Conceitos Fundamentais

Conforme Leal e Sousa (2003, p. 2), uma observa-
¢do de uma varidvel circular pode ser vista como um
ponto P sobre o circulo unitdrio, centrado na origem
O do sistema de coordenadas cartesianas e, portanto,

tem-se que O P é um vetor unitdrio em R2. Essa obser-
vacdo circular pode ainda ser vista como um angulo 6,
formado pelo vetor OP e o semi-eixo Oz.

Ao considerar um ponto P no plano, suas coorde-
nadas podem ser representadas nos sistemas de coorde-
nadas cartesianas ou polares, de modo que as origens
de ambos os sistemas sdo coincidentes. No primeiro, o
ponto P ¢ descrito pelo par (xp,y,), onde x, é obtido
da projegdo de P no eixo x € y,, da proje¢do de P no
eixo y. J4 no sistema polar, P é denotado por (r, ),
onde r é a distancia de (0,0) até P e 6 é o angulo for-
mado no sentido anti-horario entre o semi-eixo positivo
Ozxe P.

Para converter coordenadas do sistema polar para o
cartesiano e vice-versa, utilizam-se os conhecimentos
trigonométricos, sobretudo do tridngulo retdngulo. De
acordo com a Figura [2] e considerando que a projecdo
do ponto P no eixo x determina o ponto X com coor-
denadas (x,,0) e a projecdo do ponto P no eixo y de-
termina a ponto Y com coordenadas (0, y,), obtém-se
do tridngulo OX P:

x
sen@zy—péyp:r-senﬂ e cosf ==L = x,=rcosb.
r r

Figura 2: Representacdo do ponto P

Plr, )

As equacdes x = r - cosf e y = r - cosf sao vélidas
para todos os valores de r e 6, pois permitem calcular
as coordenadas cartesianas de qualquer ponto quando as
coordenadas polares sdo conhecidas.

Exemplo 2.1 Encontrar as coordenadas cartesianas do
ponto (4, g), em coordenadas polares.

Tem-se quer = 4 e = 7. Assim,

2
T = r~c059:4~cos<g):4~§:2\/§ e
Y= r‘sin9:4~sin(z) :4~Q:2\/§.
4 2
Logo, o ponto, em coordenadas cartesianas, é dado por
(2v2,2V2).

Agora, para converter coordenadas do sistema cartesiano
para o polar, utilizando novamente os conhecimentos trigono-
métricos e considerando o tridngulo retangulo OX P e o teo-
rema de Pitdgoras, obtém-se r = /72 +y2 e tan = 2

Tp
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Como a fung¢do tangente é bijetora no intervalo de (f R g),
utiliza-se a funcdo inversa da tangente para determinar o an-
gulo 0, obtendo § = arctan £. No entanto, é necessario ter
atencdo nos sinais de x e y para definir 6.

arctan (¥) quandoz >0 ey >0

arctan (£) 4+ mquandox < 0

arctan (%) + 2w quandox >0ey <0 . (5
5 quandox = Oey >0

Indefinido, quandoz =y =0

Exemplo 2.2 Encontrar as coordenadas polares do ponto
cartesiano (—1,1).

Tem-se que x = 1 ey = —1. Assim,

r:\/m2+y2:\/(71)2+12:\/§ e

Y 1
tg 6 x:tg@ 71$tg0

Como x > 0 ey <0, entdo

0 = arctg (%)+27r:—%+27r:%.

7
Logo, o ponto em coordenadas polares é (\/57 Zﬁ)

2.2 Estatistica Descritiva Circular

Como mostrado anteriormente, € inadequado utilizar medi-
das da Estatistica usual no tratamento de dados circulares. No
entanto, descrever varidveis por meio de medidas de posigdo
e dispersdo também é essencial no tratamento de dados cir-
culares. Aqui serdo apresentadas as medidas descritivas cir-
culares como a dire¢do média, direcdo mediana, varidncia e
desvio-padrio, relacionadas as ideias de posi¢do, dispersdo e
concentracdo dos dados circulares.

221

A férmula para obtengdo da direcdo média circular se dis-
tingue da férmula da média aritmética na Estatistica usual,
embora as duas tenham a mesma interpretagdo nos contextos
em que sdo utilizadas. Conforme apresentado na introdugao
desse artigo, a equacdo [I] fornece a direcdo média dos dados
circulares (Jammalamadaka; SenGupta, [2001) e a mesma foi
exemplificada.

Dire¢ao média circular

2.2.2 Direcao mediana circular

O célculo da direcdo mediana circular € similar a medi-
ana na Estatistica usual. No contexto circular, a mediana ndo
precisa ser Unica, podendo assumir qualquer angulo ¢ para o
qual metade dos dados estd no arco [¢, ¢ + 7) e a maioria
dos pontos estd mais préximo de ¢ do que de ¢ + w. Alguns
autores definem a direcdo mediana circular como a mediana
usual (Fisherl [1995).

2.2.3 O Comprimento Médio Resultante

O comprimento médio resultante R, de modo que 0 < R<
1, é dado por

_ 1 & _
RZE;COS(QJ'—G). (6)

O valor de R fornece informagdes sobre o grau de con-
centragdo dos angulos observados. No caso em que todas as
observagdes sdo iguais, tem-se R = 1, representando uma
concentra¢do maxima dos dados em um tnico valor e uma
variabilidade minima entre eles. Quando a concentragdo dos
dados é minima e a variabilidade é maxima, obtém-se R = 0.

2.2.4 Variancia Circular

Outra medida de dispersdo circular é a varidncia circular
amostral, definida como

V=1-R.

Quanto menor o valor da variancia circular, maior a con-
centracdo nos dados. Tendo em vista que 0 < R < 1, entdo
0<V <L

2.2.5 Desvio Padrao Circular

Além da variancia, tem-se o desvio padrdo circular amos-
tral definido como:

o = {—2log(1 — V)}? = {~2logR}?.

Para dados circulares, a defini¢do de desvio-padrdo € di-

ferente daquela utilizada para dados lineares, onde o mesmo
¢é dado pela raiz quadrada da variancia.
Exemplo 2.3 A titulo de ilustracdo do comportamento dos
dados conforme a varidncia, considere duas amostras de 100
elementos cada, com dire¢do média de 0°, de modo que a
primeira possui V.= 0,988 e a outra, V- = 0, 056. Plotando
os pontos de ambas as amostras no circulo, obtém-se a Figura
E possivel notar que quando V' é menor, a concentracio
dos dados é maior na circunferéncia a direita.

2.3 Representacao Grafica

Com relag@o as representacdes graficas de dados circulares,
também existem gréficos especificos que podem facilitar a vi-
sualiza¢do de dados circulares. Neste sentido, pode-se usar
os diagramas de rosa, histograma linear, histograma circular
e graficos de dispersdo no circulo (Izbicki; Esteves| [2008)).
Entre eles, descreve-se os principais:

» Histograma angular: ¢é obtido envolvendo um histo-
grama linear em torno de um circulo. Cada barra no his-
tograma € centralizada no ponto médio do seu intervalo
de agrupamento, com o comprimento da barra proporci-
onal a frequéncia relativa (ou a quantidade de dados) na
classe.
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Figura 3: Os dados da circunferéncia da esquerda apresenta 9 4 Distribuicées Circulares
V = 0,988 e da direita, V = 0, 056.

Uma distribuicao circular é uma distribui¢do de probabili-
dade na qual a probabilidade estd concentrada na circunferén-
cia de raio unitdrio (Neves| 2015). Dada uma varidvel alea-

. g téria circular 6, em radianos, ela pode assumir qualquer va-
lor em intervalo de comprimento 27, frequentemente sendo
[0,27) ou [—m, 7). No caso continuo, a fun¢do densidade de
probabilidade satisfaz as seguintes propriedades:

n 0x 0
* f(0) = 0;
27
fis 3n * f() f(@)d@ = 17
2 2

* f(0) = f(0 + 27k), para qualquer inteiro k.

Existem algumas distribui¢des circulares mais conhecidas
* Diagrama de rosas: cada grupo € exibido como um e utilizadas que serfo apresentadas neste artigo: Cardioide e
setor, de modo que a drea do setor é proporcional &  von Mises.
frequéncia do grupo.
Esses gréificos podem ser facilmente construidos através
de funcdes dos pacotes CircStats e Circular do RStudio. Para
exemplificac@o, considera-se as direcdes em graus tomadas  2.4.1 Distribuicdo Cardioide
por 100 formigas, presentes em um conjunto de dados deno-
minado fisherB7 do pacote Circular. Por meio de comandos Considere a varidvel o, com distribuicio Cardioide. Sua

deste pacote, produz-se o diagrama de rosas e o diagrama de funcdo densidade de probabilidade é dada por
dispersdo, exibidos na Figura[d]

Figura 4: Diagrama de rosas (a esquerda) e diagrama de dispersdo (a
direita) dos dados considerados.

1
J(@lp p) = 5-{1 + 2pcos(a — o)}, com 0 < p < 2,

1
N
e lol<5 D

em que p € a direcdo média e p € o parAmetro de concentragao.
Essa distribui¢@o é¢ umimodal e simétrica nas proximidades de
. Quando p — 0, a distribui¢do converge para a distribui¢do
circular uniforme.

O método de méaxima verossimilhanca (MMYV), criado
por Sir Ronald Fisher (1890-1962), também ¢é utilizado
para estimacdo de parametros de modelos na Estatistica
Circular (Pewsey; Neuhauser; Ruxton, 2013). Langando mao
de seu uso, tem-se

n n

L(pspla, - an) = ]| 911+ 2pcos(an — )} = (2m) " T]11 + 20 cos(a — p),

i=1 1=1

resultando na seguinte log-verossimilhanga

U, ploa, ... an) =log L(u, plaa, ... an) = —nlog(2m) + Zlog{l + 2pcos(a; — )}

=1
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Derivando [ em relagdo a i e p, obtém-se

n

oL 1 2psin(a; — p)
-— = 142 .
ou ; 1+ 2pcos(a; — p) 14 2pcos(a Z 1+ 2pcos(a; — p)

“[1+2pcos(a; — p)]’ 721 2 coslot = 1)

=3
op —~ 1+ 2pcos(a; — p) +2pcos(a; — )’

Ao igualar ambas as expressdes obtidas a 0, para encontrar as estimativas para g e p, observa-se que ndo existe uma
férmula fechada para as estimativas. Nesse caso, a estimacao € realizada computacionalmente, via RStudio.

Exemplo 2.4 Considere um conjunto de dados referentes as direcdes tomadas por 76 tartarugas, presente em um con-
Jjunto de dados denominado fisherB3 do pacote Circular. Supondo que o modelo Cardioide seja adequado para ajustar tais
diregdes, estimando os pardmetros p e . computacionalmente no RStudio, obtém-se p = 0,326 e u = 1, 203.

2.4.2 Distribuicao von Mises

A distribui¢@o von Mises ¢ tdo importante na Estatistica Circular quanto a distribui¢do Normal é na Estatistica usual. Esse
modelo foi proposto pelo fisico alemdo Richard von Mises, em 1918, ao investigar o desvio de pesos atdmicos de valores
inteiros (MARDIA; JUPP, 2000).

Seja o uma varidvel aleatéria circular com distribui¢do von Mises e pardmetros p € &, isto €, a ~ vM (p, k). Sua fungdo
densidade de probabilidade ¢ dada por

1 kcos(a—p)
k) = ———r— w < 2 < 2 e k
I o, k) 27r[0(k)e ,0<a<2r, 0< u<2rek >0,

em que u € o ngulo médio, k é o parametro de concentragdo e Io(k) é a funcdo de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem

zero, dada pela série
Io(k) = 3 1 lk "
o(k) = Z 12\ :

r=0
quando k = 0, a distribui¢éo coincide com a distribui¢io Uniforme em [0, 27), qualquer que seja o valor de p.

Aplicando o MMV para estimar os parametros da von Mises, tem-se

. 1 kcos(a;—p) 1 > kcos(a;—p)
L, k e, Q) = [ i) - i—p
(/’1’7 |051, y & ) E 271_[0(]{:)6 [271'[0(]{1)]"6 )

com log-verossimilhang¢a dada por

W, Kloa, .. .yam) =log L(p, klaa, ... an) = —nln(27) — nlo(k) + k Zcos(a —

A respeito de fi, a distribuicdo von Mises é a tunica

Derivando [ em relagdo a i e x, obtém-se distribui¢ao circular onde a dire¢do média amostral é o
oL estimador de maxima verossimilhanga para a dire¢do média
e = K,Z sin(a; — p). (8)  populacional (Bingham; Mardia, [1975).
oL = _ni CIN(R) + Z cos(a; —p). (9) Exemplo 2.5 Supondo o conjunto de dados do Exem-
Ok Io(k plo 2.4 com distribui¢do von Mises, estimando os pardmetros

e Kk no RStudio, obtém-se p = 1,12 e k = 1, 14.
Por meio de manipula¢des algébricas (Fisher, |1995),
1gualand0 as expressoes (8) e (9) a zero, obtém-se i = @

e k = A™'(R), respectivamente, onde A(k) = Eﬁg e

Li(k) = X2 + 1)l (5R) 7
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2.4.3 Ajuste das Distribuicées Cardioide e Von Mi-
ses

O conjunto de dados, utilizados nos Exemplos 2.4 e 2.5,
serdo representados por meio de histograma usual e de um
diagrama de rosas, sendo possivel plotar as curvas das distri-
buigdes Cardioide e von Mises em ambos os graficos e visu-
alizar os ajustes, conforme as estimativas encontradas para os
pardmetros. A Figura5]exibe os resultados.

Figura 5: Grificos dos dados utilizados nos Exemplos 2.4 e 2.5 com
os ajustes das distribui¢cdes Cardioide e von Mises.

n
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- Cardioide
— von Mises

2

(b) Diagrama de rosas

3 ESTUDO DIRECIONAL DAS CIDADES DE
ORIGEM DOS LICENCIANDOS EM MATE-
MATICA

Nesta secdio serd feita uma aplicacdo a dados reais no
estudo direcional das cidades de origem dos estudantes do
Curso de Licenciatura em Matemadtica da Universidade Fede-
ral do Norte Tocantins (UFNT), campus de Araguaina - TO,
matriculados no primeiro semestre de 2020, a fim de ilustrar
conceitos e ferramentas da Estatistica Circular.

Ap6s a obtengdo da naturalidade dos estudantes na Se-
cretaria Académica da UFNT, foram levantadas 63 cidades,
como origens dos 256 estudantes do Curso. Inicialmente, para
cada uma dessas cidades, foi encontrada sua coordenada geo-
gréfica decimal. A Figura |§| exibe um print das informacdes

mostradas no sife ao considerar as cidades de Araguaina e
Riachdo-TO, a titulo de exemplificacéo.

Figura 6: Coordenadas geogréficas decimais de Araguaina e Ria-
chao.
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Em seguida, por meio das coordenadas decimais ob-
tidas, foram encontradas a direcdo angular das cidades,
considerando Araguaina como referéncia.  Para tal, o
endereco <http://pt.thetimenow.com/distance-calculator.php?
city1=3465105&city2=3450554>| foi utilizado.  Conside-
rando as coordenadas das cidades tomadas como exemplo na
Figura[f] o site exibe as informacdes dadas na Figura[7]

Figura 7: Diregdo angular de Riachdo em relacdo a Araguaina.
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Como a direcdo ¢ dada em graus, minutos e segundos
pelo site, as dire¢des foram convertidas em graus decimais
por meio do aplicativo A calculadora de graus cuja interface
é exibida pela Figura [§]

Visto que, no periodo considerado, existiam 256 alunos
matriculados no Curso, o conjunto de dados consiste de 256
dire¢des, em graus decimais, referentes as cidades de natu-
ralidade dos alunos. Araguaina foi considerada como cidade
de referéncia, portanto, todas as dire¢des foram encontradas
a partir dela. Logo, considerando o circulo, Araguaina estd
localizada em O e as demais cidades, em torno desse valor,
considerando o sentido hordrio.
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Figura 8: Conversao da dire¢do para graus decimais.

From a degrees to decimal number

96 ° 8 ' 29 "
CALCULATE
Result:
96" 8’ 29" = 96,141388
In Radians:
=1,677984

Ap6s esse procedimento, efetuou-se uma andlise descri-
tiva das 256 direcdes e seguiu-se para o ajuste dos dados a
modelos probabilisticos conhecidos, conforme a Estatistica
Circular, cujos resultados serdo apresentados a seguir.

3.1 Analise Descritiva dos Dados

Para o conjunto de dire¢des obtidas, foi utilizado o pacote
circular do R-project para representacéo dos dados e para uma
andlise descritiva das dire¢des que permitiu descrever, resumir
e compreender os dados por meio de medidas de tendéncia
central e de dispersdo.

Vale destacar que, das 256 direcdes estudadas, 119 corres-
pondem a alunos que nasceram em Araguaina, ou seja, apro-
ximadamente 46, 48% dos dados. Além disso, muitas cidades
aparecem somente uma vez no conjunto de dados, o que ex-
plica o grande nimero de municipios detectados.

Inicialmente, a Figuraexibe o gréfico de dispersao cir-
cular dos dados. E importante mencionar que foi adotado o
sentido hordrio para representar os dados. Observa-se que
houve uma concentracio maior no primeiro quadrante, ou
seja, houve uma concentragdo da origem dos alunos em di-
re¢des proximas a Araguaina.

Para andlise descritiva dos dados, foram encontrados o an-
gulo médio, a mediana, a moda, o comprimento do vetor mé-
dio, a varidncia circular e o desvio padrdo, de modo que os
trés primeiros correspondem a medidas de posicdo e os trés
ultimos, a medidas de dispersdo. Os valores obtidos sdo apre-
sentados na Tabela[T] bem como os comandos do pacote cir-
cular utilizados para obté-los. Destaca-se que os valores sdo
exibidos em radianos pelo R-project.

Pode-se observar que a direcio média circular € aproxi-
madamente 0, 1177, que corresponde a 6,7413. Portanto, a
média obtida é um valor que néo se distancia de zero, tendo
sido influenciada pela maioria dos valores do conjunto de da-

Figura 9: Grifico de dispersdo das dire¢oes.

Fonte: préprias autoras.

dos ser 0. A média, pode ser localizada na rosa dos ventos,
a fim de determinar a direcdo predominante dos alunos do
Curso. Conforme a Figura [0} com rosa dos ventos consti-
tuida dos pontos cardeais, colaterais e subcolaterais, a dire¢do
média estd entre o ponto Norte e Nor-Nordeste.

A média pode ser localizada na Rosa dos ventos, a fim
de ser visualizada e melhor compreendida. O valor 6, 741307
denota que a média estd entre as dire¢des Norte (0°) e Nor-
Nordeste (22, 5°), conforme a Figura[I0}

Figura 10: Rosa dos ventos.

07 ou 3607

Fonte: Monolito, 2021.

De modo pritico, como a cidade de referéncia é Ara-
guainae 6, 7413 equivale a dire¢do média dos dados, observa-
se, na Figuralm algumas das cidades que estdo em torno da
média como Araguatins, Augustinépolis, Anands, Luzinépo-
lis e Acailandia, visto que a direcdo desses municipios em
relacdo a Araguaina é um valor préximo do angulo médio.

A mediana obtida foi 0, o que significa que 50% dos da-
dos encontra-se em [0, 180[ e a moda do conjunto de dados
¢ Araguaina, dado que ¢ a cidade que se repete com maior
frequéncia.
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Tabela 1: Medidas de posi¢do e dispersdo do conjunto de dados.

Parametros Comandos no pacote circular  Valores

Média circular mean.circular(x) 0,1177
Mediana circular median.circular(x) 0, 0000
Comprimento médio resultante rho.circular(x) 0,5482
Variancia circular var.circular(x) 0,4518
Desvio padrio circular sd.circular(x) 1,0964

Fonte: préprias autoras.

Figura 11: Cidades em torno de Araguaina.
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Fonte: préprias autoras.

Quanto as medidas de dispersdo, a variancia resultou em
0, 4518, mais préximo de 0 do que de 1, o que denota que os
dados nio estdo extremamente concentrados em uma certa di-
re¢do. Concordando com esse resultado, o comprimento mé-
dio resultante € 0,5482. Destaca-se que os dados sdo mais
concentrados quanto mais proximo de zero é o comprimento
médio resultante. Visto que esse valor ndo € tdo préximo de
1, existe uma certa dispersdo dos dados. J4 o desvio-padrdo
resultou em 1, 0964.

E importante destacar que, embora grande parte dos alu-
nos tenha nascido em Araguaina, isso ndo significa que eles
sdo de Araguaina. Tendo em vista que a cidade é uma refe-
réncia no que diz respeito a saide, muitas pessoas das regides
vizinhas nascem nela, dado que muitas cidades ndo apresen-
tam estrutura para realizagdo de partos. Assim, considerou-se
relevante uma andlise descritiva dos dados desconsiderando
os dados referentes a Araguaina, ou seja, as diregdes iguais a
0. Nessa operacdo, a amostra consistiu-se de 137 alunos que
ndo nasceram em Araguaina. As medidas obtidas, nesse caso,
sdo apresentadas na Tabela 2]

Como direcdo média dos dados, obteve-se 0, 6799 radia-

nos, o que equivale a 38, 95, aproximadamente. Na rosa dos
ventos, da Figura essa média encontra-se entre as dire-

Tabela 2: Medidas de posicao e dispersao do conjunto de dados, sem
Araguaina.

Parametros Valores

Média circular 0,6799
Mediana circular 0,7424
Comprimento médio resultante  0,1913
Variancia circular 0,8087
Desvio padrio circular 1,8188

Fonte: préprias autoras.

¢oes Nor-nordeste (22, 5) e Nordeste (45). Vale ressaltar que,
com a retirada de Araguaina, a cidade que mais se repete é
Tocantindpolis, sendo a moda do conjunto de dados, tendo
como direcdo 42, 53. Nesse caso, nota-se que a dire¢do mé-
dia, mais uma vez, é impactada pela moda do conjunto de
dados, como no exemplo anterior. J4 a mediana circular cor-
responde a 0, 74.

A Figura[T2]exibe a dire¢do média representada no mapa.
Observa-se que algumas das cidades que estdo em torno da
média sdo Wanderlandia, Darcinépolis, Tocantinépolis, Na-
zaré e Porto Franco.

Figura 12: Representacdo da dire¢do média dos dados.

Fonte: préprias autoras.
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Figura 13: Histograma dos dados com os ajustes da Cardioide, von Mises e von Mises generalizada.
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Fonte: préprias autoras.

No que se refere as medidas de dispersdo, o comprimento
médio resultante € 0, 19, mais préximo de 0 do que de 1, o que
explica a variabilidade dos dados. Como variancia obteve-se
0, 81, o que evidencia, também, a pouca concentracdo dos da-
dos. Ja o desvio padrdo circular resultou em 1, 10. Compa-
rando a variancia com a obtida anteriormente (0, 46), observa-
se que a dispersdo dos dados é ainda maior quando Araguaina
é desconsiderada da andlise.

3.2 Ajuste de modelos probabilisticos

Nesta secdo, modelos circulares probabilisticos serdo ajusta-
dos ao conjunto de dados considerado, utilizando o MMV.
Vale destacar que Araguaina serd desconsiderada no ajuste,
tendo em vista a justificativa dada na andlise descritiva dos
dados.

A Figura [[3] exibe um histograma dos dados,

J

f(e‘u17u27 k17k2) - o

mexp{klcos(é? — 1) + kacos2(6 — u2)},

constituindo-se de 137 dire¢des referentes aos alunos
do Curso que ndo nasceram em Araguaina. E possivel
observar que trata-se de um conjunto de dados assimétrico
e multimodal. Nesse caso, a distribuicio von Mises e
Cardioide, que foram as distribui¢des circulares apresentadas
neste trabalho, ndo se adequardo aos dados visto que sdo dis-
tribui¢cdes simétricas e unimodais como € possivel observar
na figura.

Assim, seria mais adequado a esse conjunto de dados um
modelo assimétrico e multimodal. A fim de realizar um ajuste

mais adequado considerando tais caracteristicas, uma distri-
buicdo assimétrica e multimodal denominada von Mises ge-
neralizada foi ajustada aos dados, a fim de exemplificagdo. A
funcdo densidade de probabilidade dessa distribuicdo é dada
por

10)

emque 0 € [0,27),u1 € [0,27),uz € [0,7),0 = (u1 — uz), k1 > 0e kz > 0. Além disso,

27
Go(0, k1, ko) = = / exp{kicost + kacos2(6 — uz)}db.
0

2

an

(
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Nesse caso, 0 ~ GuM (u1, uz, k1, k2).

A Figura [[3] também exibe a distribuicdo von Mises ge-
neralizada ajustada aos dados. Observa-se que a curva dessa
distribui¢do se adequou melhor ao conjunto de dados que os
outros dois modelos. Visto que um estudo mais aprofundado
dessa distribuicao ndo se consistiu como objetivo deste traba-
lho, para um maior conhecimento dessa distribui¢do, (Gatto;
Jammalamadakal 2007) podem ser consultados.

4 CONSIDERAGOES FINAIS

O estudo da Estatistica Circular permite fazer a andlise des-
critiva e inferencial de dados com caracteristicas periddicas ou
direcionais, visto que a andlise de dados circulares se difere da
analise de dados na reta, conforme evidenciado. Neste sen-
tido, no que diz respeito a estatistica descritiva, apresentou-se
medidas como o dngulo médio, mediana, varidncia, compri-
mento médio resultante e desvio padrdo circular e represen-
tagdes graficas como como o diagrama de rosas, dispersdo e
histograma angular. No que se refere a estatistica inferen-
cial, os modelos Cardioide e von Mises foram apresentados
bem como as estimativas dos paradmetros de seus modelos por
meio do MMV.

Na aplicacdo apresentada, que consistiu de um estudo di-
recional das cidades de naturalidade dos estudantes do Curso
de Licenciatura em Matemdtica da UFNT, campus de Ara-
guaina detectou-se que, em média, os estudantes ndo natu-
rais de Araguaina nasceram em cidades entre as dire¢des nor-
nordeste e nordeste, em sua maioria, na cidade de Tocanti-
népolis. Tendo em vista que os dados analisados s@o assi-
métricos e multimodais, os ajustes dos modelos von Mises e
Cardioide aos dados ndo foram adequados. Diante disso, uma
distribui¢@o assimétrica e multimodal, denominada von Mises
generalizada foi utilizada, a fim de exemplificar que existem
outros modelos circulares que podem garantir um bom ajuste
aos dados circulares, apesar de ndo terem sido abordados com
maior profundidade neste trabalho.

O campo da Estatistica Circular é vasto para pesquisa,
principalmente no Brasil, visto que existem poucas referén-
cias bibliograficas para pesquisa e estudo em lingua portu-
guesa e promissor, por possuir aplicacdes em diversas dreas
como Biologia, Geografia e Meteorologia. Como exemplo,
pode-se citar os angulos de ligacido das moléculas (Viftrup ef|
all|2007), a incidéncia de sarampo ao longo dos anos (Guo;
Guo; L1, [2010) e a dire¢c@o do vento (Davis; Sampson, |1986).
Neste sentido, este trabalho buscou colaborar com esse campo
de pesquisa por meio de um aplicacio a dados reais que pode
auxiliar os interessados a iniciarem seus estudos em Estatis-
tica Circular ou a utilizarem suas ferramentas, com o apoio do
software R-project.
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