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Resumo. O efeito de lente gravitacional é uma das consequéncias mais espectaculares da deflexdo da
luz pela gravidade, medida pela primeira vez em Sobral e na Ilha de Principe em 1919. Apesar de sua
grande beleza e das inimeras aplicacdes na astrofisica — desde a descoberta de planetas extrassolares
até a cosmologia — esse efeito estd ausente dos curriculos até da graduagdo em fisica. Nesta contribui-
¢do, abordaremos alguns aspectos de lentes gravitacionais que requerem apenas matemadtica elementar
(i. e. sem calculo diferencial e integral) para sua compreensdo, sendo facilmente acessiveis a alunos
de graduagdo em engenharias, ciéncias fisicas e afins, e até mesmo alunos avangados do ensino médio.
Em particular, apresentaremos solugdes analiticas simples para imagens de fontes pontuais e para arcos
gravitacionais gerados pelo campo gravitacional de objetos compactos e galdxias. Além de serem ilus-
tracdes simples e didaticas dos efeitos de lente gravitacional, esses exemplos permitem trabalhar diversos
conceitos matematicos.

Palavras-chaves: Relatividade geral. Astrofisica. Lenteamento gravitacional. Arcos gravitacionais

Abstract. The gravitational lensing effect is one of the most spectacular consequences of light deflection
by gravity, which was measured for the first time in Sobral and in Prince Island in 1919. Despite its
beauty and the numerous applications in astrophysics — from the discovery of exoplanets to cosmology
— this effect is absent from the curricula of undergraduate courses, even for physics majors. In this con-
tribution we shall address a few aspects of gravitational lensing that require only elementary mathematics
(i.e. without the need of calculus) for their understanding, being accessible to undergraduate students in
STEM fields and even advanced high school students. In particular, we will present simple analytic solu-
tions for the images of point sources and for gravitational arcs generated by the gravity field of compact
objects and galaxies. Besides being simple and pedagogical illustrations of the effects of gravitational
lensing, these examples allow one to explore different mathematical concepts.

Keywords: General Relativity. Astrophysics. Gravitational Lensing. Gravitational arcs

INTRODUCAO

apesentando as discussdes anteriores a Einstein, as ten-

Além de comprovar a previsdo da teoria de relativi-
dade geral de Albert Einstein, a observacdo da deflexao
da luz pela gravidade durante o eclipse de 1919 abriu
uma nova drea de pesquisa, a do lenteamento gravita-
cional. Apesar de amplamente utilizado nas pesqui-
sas em astrofisica e cosmologia, em particular na ul-
tima década, esse efeito estd praticamente ausente dos
livros-texto e ha uma escassez de material didatico so-
bre o assunto. Existem artigos em nivel de divulgacdo
(como, por exemplo, MAKLER|(2009)) e textos técni-
cos, mas hd uma caréncia de material em nivel interme-
didrio. Um dos propdsitos deste artigo € contribuir para
suprir essa caréncia.

Iniciaremos com uma revisdo histérica do assunto,

tativas de medir a deflexdo da luz, o posterior nasci-
mento da teoria de lentes, e as sucessivas detecgdes e
descobertas usando esse fendmeno. Essa histéria tam-
bém € um excelente exemplo de como funciona o mé-
todo cientifico. Sao raros os exemplos na histéria de fi-
sica em que um Unico acontecimento € tdo decisivo em
apoiar ou descartar uma teoria. Por outro lado, o de-
senvolvimento cientifico é ndo linear, sujeito ao acaso,
a tentativas frustradas, a resultados errados, entre outras
vicissitudes. Tudo isso faz parte da histéria da deflexao
da luz.

Em seguida apresentaremos o formalismo de lente
gravitacional e algumas solu¢des. Como mencionado,
existem excelentes textos técnicos sobre o assunto de
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lentes gravitacionais, como por exemplo, SCHNEI-
DER, EHLERS e FALCO|(1999), PETTERS, LEVINE
e WAMBSGANSS|(2001), MOLLERACH e ROULET
(2002), DODELSON]| (2017). No entanto, sdo todos na
lingua inglesa e voltados para alunos de pés-graduagao
ou alunos avancados da graduacdo em fisica e ciéncias
afins (requerendo o uso de célculo diferencial e integral
avancado, entre outro ferramental matematico). Por ou-
tro lado, diversos fendmenos de lentes podem ser apre-
sentados usando o ferramental matemdtico do ensino
médio.

Nesta contribui¢do, selecionamos material que nio
requer cdlculo diferencial e integral e que, a principio,
seria accessivel a alunos no inicio da graduag¢dao. Com
ele exploramos de forma simplificada algumas aplica-
¢oes reais do efeito de lente, como imagens miiltiplas,
arcos e anéis de Einstein. Em particular, a discussdo de
arcos e a da formagdo de anéis estd ausente dos livros-
texto da drea e até mesmo dos artigos de revisdo. Até
onde sabemos, esta é a primeira publicacdo a abordar
esses assuntos de forma didatica. Embora as solugdes
mencionadas sejam simples e conhecidas na literatura,
a abordagem utilizada ¢ original.

Um dos objetivos desta contribui¢do é que este ma-
terial (ou parte dele) possa ser utilizado por professores
em suas atividades didaticas, seja em sala de aula ou
através de atividades complementares a serem propos-
tas. Como ele pode ser aplicado em diferentes niveis,
propomos dois percursos que podem ser feitos, um uti-
lizando vetores e outro que ndo requer o uso de vetores.

Esperamos com esta contribui¢do ao mesmo tempo
motivar o leitor a aprender sobre o assunto e motiva-lo
para se utilizar dele como recurso didatico. Tanto nos
aspectos de desenvolvimento da ciéncia, quanto nos as-
pectos mais quantitativos e formais de lentes gravitaci-
onais, a deflexdo da luz mostra-se um recurso extrema-
mente rico que vale a pena ser explorado.

2 BREVE HISTORIA DO LENTEAMENTO
GRAVITACIONAL

Iniciaremos fazendo uma breve revisdo histérica sobre
o fendmeno de lente gravitacional, comeg¢ando com as
previsdes sobre o desvio da luz, mesmo antes de Eins-
tein, e chegando até algumas descobertas modernas e a
exploragdo desse fendmeno como uma ferramenta para
a astroffsica e a cosmologia.

Para mais informacdes sobre esses aspectos histo-
ricos sugerimos a consulta a algumas das seguintes
publicagdes: EINSENSTAEDT e PASSOS VIDEIRA
(1995), MOREIRA e Videiral (1995), RENN, SAUER
e Stachel| (1997), KENNEFICK! (2012)), sobre a me-
dida da deflexdo da luz, e SCHNEIDER, EHLERS e

FALCO| (1999), MOLLERACH e ROULET, (2002),
ELLIS|(2010), para o desenvolvimento da teoria e me-
didas de lentes, de onde parte deste material foi retirado.

2.1 Previsoes newtonianas para a deflexao da luz

Fonte de luz Posicao aparente

P
Observador

Figura 1: Diagrama da deflexdo de luz por um corpo massivo. A li-
nha continua mostra a trajetdria real da luz. A linha tracedada mostra
a posicdo aparente da fonte luminosa vista pelo observador (reta que
tangencia a direcdo de chegada da luz). O angulo de deflexdo & é
o angulo entre as retas tracejada e pontilhada (que tangencia a dire-
¢do do raio de luz emitido). A distincia £ é o chamado pardmetro de
impacto da luz incidente. Observac@o: o diagrama € apenas esque-
matico para ilustrar as quantidades envolvidas. Todas as dimensdes
estdo fora de escala.

Ja em 1704 Isaac Newton, no seu livro Optics, es-
peculou sobre a possibilidade do desvio da luz por cor-
pos massivos. No entanto, ele ndo apresentou nenhuma
discussd@o matematica sobre o problema, atendo-se ao
plano conceitual. Por outro lado, em 1783 John Mit-
chell, baseado na especulacdo de Newton, desenvolveu
um método para medir a massa de uma estrela atra-
vés da diminui¢do da velocidade da luz no seu campo
gravitacional e enviou uma carta a Henry Cavendish,
comentando-lhe sobre este métodd!] Essa carta levou

Nesta mesma carta Mitchell menciona a possibilidade da exis-
téncia de um corpo com massa suficiente para “parar” a luz emitida,
tornando-se invisivel. Tal objeto se assemelharia muito a um buraco
negro (WILL}|1988).
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Cavendish a calcular o angulo de deflexdo da luz se pro-
pagando préxima a um objeto esfericamente simétrico
de massa M, supondo que a luz € composta por corpus-
culos e que a aceleragdo dos corpos num campo gravi-
tacional € independente da sua massa (como ocorre na
gravitacdo de Newton). Cavendish obteve o resultad(ﬂ

2GM
c2¢

any = (1
em que G ¢é a constante universal da gravitacéo, c é a
velocidade da luz no vacuo e £ € a distdncia minima
do raio de luz até o objeto de massa M (ver Fig. [I).
No Entanto, este resultado ndo foi publicado. Em 1801,
Johann von Soldner publicou o primeiro trabalh(ﬂ so-
bre este assunto e, por isso, é tido como o primeiro a
explorar a deflexdo da luz e a inferir que os raios de
luz sdo desviados num angulo &y = 0.84" ao passar
préximo do disco solalﬂ Porém, as ideias da natureza
corpuscular da luz ja ndo eram populares nessa época e
talvez por isso tanto o trabalho de Cavendish quanto o
de von Soldner nio ficaram muito conhecidos.

2.2 As previsoes de Einstein para a deflexdo da luz

Passaram-se mais de 100 anos até que, em 1911, Eins-
tein (desconhecendo o trabalho de von Soldner e seus
predecessores), usando o seu Principio de Equivalén-
cizﬂ calculou o desvio da luz, obtendo 0 mesmo va-
lor do angulo de deflexdo que von Soldner (EINSTEIN|,
1911). Ele também propds que este dngulo poderia ser
medido durante um eclipse solar e a primeira tentativa
com este proposito foi feita em 1912 no Brasil, por uma
expedicdo argentina a cidade de Cristina, no sul de Mi-
nas Gerais, liderada por Charles Dillon Perrine, entao
diretor do Observatério Astrondmico de Cérdoba (Ar-
gentina). Infelizmente (ou talvez felizmente, como ve-
remos mais adiante) as condi¢des climaticas impediram
as observacdes (MOREIRA; VIDEIRA| |1995). A se-
gunda tentativa ocorreu em 1914, quando Erwin Finlay-
Freundlich dirigiu uma expedi¢@o para a Peninsula da
Criméia (que na época pertencia a Russia e atualmente
é territdrio disputado entre esta a e Ucrania). Entretanto
ele e sua equipe foram aprisionados por soldados russos

2Para um célculo detalhado dessa relagdo, ver Will| (1988).

3Para uma traducio inglesa desse trabalho, ver Jaki (1978).

40 simbolo "’ denota a medida angular de segundo de arco, que
corresponde a 1/3.600 de grau, ou 1/1.296.000 da circunferéncia.

5Segundo esse principio, 0 movimento de uma particula em um
campo gravitacional é (localmente) equivalente a seu movimento em
um referencial acelerado sem a presenca de gravidade. Por exemplo,
um foguete acelerado no espaco equivale ao campo gravitacional na
superficie da Terra, se a aceleracdo do foguete for igual a acelera-
¢do da gravidade. Esse principio é um dos fundamentos da teoria da
relatividade geral que foi desenvolvida posteriormente por Einstein.

por causa da Primeira Guerra Mundial e ndo puderam
observar o eclipse (CORNELL; LIGHTMAN, |1983).

Em 1915 Einstein finaliza a sua Teoria da Relati-
vidade Geral, que propde uma visdo inteiramente nova
da gravitacdo, baseada na geometria. Em particular os
fendmenos associados a gravidade sdo devidos a cur-
vatura do espago-tempo. Essa nova teoria fornece re-
sultados equivalentes a teoria de Newton para o movi-
mento de particulas com massa, para baixas velocida-
des e baixos campos gravitacionais. Além disso, ela
explica a precessdo do perihélio da érbita de Merctirio,
que ndo podia ser inteiramente descrita com a gravita-
¢do de Newton. De forma natural, essa teoria prevé que
a luz seria defletida pela gravidade, mas o angulo de de-
flexdo € na realidade o dobro do seu primeiro resultado
(baseado no principio de equivaléncia e na gravitacdo
de Newton), ou seja,

4GM
»_ AGM 5
b= @
levando a um desvio aproximado de 1.74” para um
feixe de luz passando préximo do disco solar (EINS-
TEIN| |1916). Essa contribui¢io extra para o desvio da
luz € devida a curvatura do espago.

2.3 Primeira medida deflexdao da luz: Sobral pro-
jeta Einstein

Ap6s o resultado de Einstein de 1915, medir o desvio
da luz pela gravidade tornou-se ainda mais interessante.
Pelas visdes estabelecidas sobre a luz e a gravidade, a
deflex@o poderia ser nula (como se pensava pela teo-
ria ondulatéria da luz) ou ter o desvio newtoniano da
Eq. (I). J4 a teoria de Einstein previa um valor intei-
ramente novo, dado pela Eq. (). A teoria de Einstein
previa entdo um fendmeno novo, além de conseguir ex-
plicar outros jd conhecidos, como o perihélio de Mercu-
rio. Se confirmada essa previsdo, isto daria uma forca
muito grande para a teoria. Por outro lado, se obtido o
valor newtoniano, o valor nulo, ou mesmo outro valor
distante do previsto pela relatividade geral, esta teoria
ficaria descartada. O periodo da primeira guerra mun-
dial foi conturbado para tentar medir o desvio da luz, ja
que a observagdo dos eclipses precisava da movimen-
tacdo de cientistas e seus equipamentos, em um mundo
dividido pela guerra. Em 1918 William Wallace, Dire-
tor do Observatério de Lick, observou um eclipse em
Washington, mas os equipamentos eram de baixa reso-
lugdo e ndo permitiram medir a deflexdo da luz. Apa-
rentemente ele concluiu que ndo houve deflexdo da luz
e, consequentemente, a teoria de Einstein estava errada
(ELLIS! [2010), mas em todo caso esse resultado ndo
teve repercussao.
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No ano de 1919, organizaram-se duas expedi¢Oes
para determinar o valor do angulo de deflexdo. O obje-
tivo era medir as distancias entre as estrelas a esquerda e
a direita do Sol, durante o eclipse, comparando-as com
medidas efetuadas meses antes sem a presenca do Sol,
quando elas eram visiveis durante a noite. A primeira
equipe, dirigida pelo astronomo inglés Sir Arthur Stan-
ley Eddington, visitou a Ilha de Principe, na Africa. A
segunda equipe, dirigida pelo inglés Andrew Claude de
la Cherois Crommelin, estabeleceu-se na cidade de So-
bral, no Estado de Ceara, Brasil.

Utilizando os dados das duas expedi¢des, Eddington
verificou que de fato as estrelas pareciam mais distantes
uma das outras durante o eclipse, devido a deflexdo dos
raios de luz dessas estrelas pelo campo gravitacional do
Sol. O angulo de deflexdo obtido a partir dessas medi-
das foi de 1.61” + 0.30” (DYSON; EDDINTON; DA-
VIDSON] [1920), verificando a previsao da relatividade
geral (e em oposicdo ao resultado newtoniano). Esse
resultado era bastante robusto, baseado na observagao
de varias estrelas, em vdrias fotografias, nas duas loca-
¢oes das expedicdes e utilizando equipamentos diferen-
tes. Andlises mais recentes daqueles dados comprovam
essa afirmacao.

Assim, com a medida durante um tnico evento, o re-
sultado Newtoniano estava claramente descartado, en-
quanto a previsao de Einstein era verificada. Como foi
dito, além de explicar fatos conhecidos, a teoria previa
um efeito novo e que foi verificado poucos anos depois.
Este experimento tornou-se o mais famoso teste da Re-
latividade Geral e foi o inicio da grande popularidade
de Einstein.

Todas as medidas posteriores confirmaram a previ-
sdo da relatividade geral, com precisdo crescente. Me-
didas contemporineas da deflex@o de raios de luz pré-
ximo ao limbo do Sol (realizadas pela modelagem de
ocultagdes de fontes de rddio) confirmaram a previsdao
darelatividade geral com uma incerteza de apenas algu-
mas partes em 10.000 (LEBACH, |1995;[FOMALON et
al.l [2009). No visivel, a astrometria de estrelas durante
eclipses solares permitiu verificar o angulo de deflexdo
com uma precisdo de cerca 10% (JONES| |1976; |SCH-
MEIDLER| [1985)).

2.4 Desenvolvimento da teoria de lentes gravitaci-
onais e primeiras previsoes

Logo ap6s a medida da deflexdo da luz, EDDINTON
(1920) notou que sob certas condi¢des poderia haver
multiplos caminhos de luz conectando a fonte e o ob-
servador, traduzindo isto como a possibilidade de se-
rem geradas imagens miiltiplas de uma tnica fonte.
Em 1924, Orest Chwolson considerou a existéncia de

estrelas duplas ficticias pelo lenteamento gravitacional
estrela—estrela e, indo além, previu que, se houvesse
um alinhamento perfeito entre as estrelas e o obser-
vador, seria gerada uma imagem com aspecto de anel
(CHWOLSON| [1924). No entanto, ele nao fez previ-
sdes sobre a observabilidade desses fendmenos.

Einstein, depois de discussdes com o cientista ama-
dor Rudi W. Mandl, publicou um trabalho sobre a pos-
sibilidade de uma estrela atuar como lente sobre outra
mais distanteﬁ (EINSTEINL, |1936). Ele obteve 0os mes-
mos resultados que Chwolson e ainda concluiu que a
chance de que esse fendmeno pudesse ser observado era
desprezivel.

No ano seguinte, Fritz Zwicky (que também fora
abordado por Mandl) elevou o fendmeno do lentea-
mento gravitacional de simples curiosidade a categoria
de potencial ferramenta astrondmica (ZWICKY||1937a;
ZWICKY] 1937b). Ele considerou o lenteamento gra-
vitacional de nebulosas extragalaticas (que atualmente
chamamos de galdxias) ao invés de estrelas. Ele argu-
mentou que o desvio da luz por galdxias nao seria so-
mente um teste adicional a Teoria da Relatividade Ge-
ral e sim um candidato natural a Telescépio Césmico, ja
que objetos extra-galacticos (galdxias e aglomerados de
galdxias) poderiam magnificar galdxias distantes. Além
disso, ele também propds que o desvio da luz, pode-
ria constituir um método acurado para a determinagdo
da massa de objetos extragalécticos que atuarem como
lentes. Com o uso do Teorema do Viriall ele estimou
a massa dos aglomerados de Coma e Virgem. Ele afir-
mou que por serem mais massivos e envolverem distan-
cias maiores, esses objetos seriam melhores candidatos
para observar o fendmeno do lenteamento que as estre-
las. Zwicky concluiu que a probabilidade de detectar
o efeito de lente gravitacional por galdxias era pratica-
mente assegurada.

Devido as limitacdes observacionais daquele pe-
riodo, os trabalhos comentados anteriormente ficaram
somente como suposicdes, até que, em 1961, descobriu-
se uma nova classe de objetos extra-galacticos — os qua-
sares (SCHMIDT, |1963). Esses objetos, cujo nome
vem de Quasi Stellar Object, correspondem a intensas
fontes de rddio, com apariéncia Otica estelar. Por te-
rem seu espectro caracteristico (o que permite identi-
ficar imagens multiplas), estarem a distdncias cosmo-

Foi descoberto que Einstein deduziu — em 1912 — as caracteris-
ticas bdsicas do lenteamento gravitacional: equagao da lente, imagens
duplas e suas magnificagdes. No entanto, estes clculos foram publi-
cados somente em 1936 (RENN; SAUER; Stachel, [1997).

7 As estimativas de Zwicky da massa de aglomerados de galaxias
o levaram a concluir sobre a existéncia da matéria escura (ZWICKY)
1933). Uma discussio sobre a determina¢io da massa de aglomera-
dos através do teorema do virial, também pode ser feita nos cursos de
fisica bdsica.
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16gicas da nossa galdxia e serem altamente luminosos,
0s quasares se tornaram objetos ideais para se estudar o
fendmeno do lenteamento gravitacional, como sugerido
por Jean M. Barnothy (BARNOTHY|1965)).

A partir da conexao quasar — lenteamento gravi-
tacional, muitos aspectos tedricos foram desenvolvi-
dos. Em particular Sjur Refsdal deduziu, em 1964, as
equagdes basicas das lentes gravitationais (REFSDAL)
1964b). Ele observou que haveria um atraso tempo-
ral entre as imagens multiplas formadas e para algu-
mas fontes, como supernovas (REFSDAL}|1964a), esse
efeito poderia ser medido. Como esse atraso temporal
seria inversamente proporcional a taxa de expansdo do
Universo (conhecida como parametro de Hubble, H),
ele sugeriu que medindo a separagdo angular e o tempo
de atraso na chegada dos raios de luz das imagens lente-
adas seria possivel calcular Hy e, indo além, testar dife-
rentes teorias cosmolégicas (REFSDALL|1966bj; REFS-
DAL, |19664).

2.5 Descobertas e o nascimento de uma nova area
na astrofisica

Figura 2: Imagem do quasar com imagem dupla Q0957+561
(pontos azuis mais brilhantes), mostrando a galdxia que atua
como lente (de cor avermelhada, préxima ao quasar na parte
inferior da figura). Imagem obtida no O6ptico com a ca-
mera WFPC2 no Telescopio Espacial Hubble. Crédito: Teles-
copio Espacial Hubble, PI: George Rhee (imagem retirada de
http://www.astr.ua.edu/keel/agn/q0957.html).

A primeira deteccdo de um sistema lenteado s6 foi
ocorrer em 1979 com a descoberta da imagem dupla do
quasar Q0957+561 por Dennis Walsh, Robert Carswell
e Ray Weyman (WALSH; CARSWELL; WEYMANN,
1979) (Fig. [2). No dtico, esse quasar aparece como
duas imagens pontuais com separagdo de 6”. O es-
pectro das imagens mostrou tratar-se na realidade do

mesmo objeto. Entre as duas imagens, estd a galdxia
que atua como lente (a qual forma parte de um aglome-
rado de galéxias).

Menos de uma década depois, em 1986, as pri-
meiras imagens distorcidas em forma de arco foram
descobertas no aglomerado Abell A 370 (LYNDS; PE-
TROSIAN] |1986; SOUCAIL et all [1987). Bohdan
Packzynski sugeriu que esses arcos sdo imagens de ga-
laxias de fundo, fortemente distorcidas por aglomera-
dos de galdxias atuando como lentes (PACZYNSKI,
19864a).

Figura 3: Imagem do anel de Einstein SDSS J162746.44-
005357.5 obtida no 6ptico com o Telescopio Espacial
Hubble. Créditos: NASA, ESA, A. Bolton (Harvard-

Smithsonian CfA) e equipe SLACS. Imagem retirada de
http://hubblesite.org/gallery/album/entire/
pr2005032g/.

Pouco depois, em 1988 foi observado pela primeira
vez, em imagens de fontes de rddio, um “anel de Eins-
tein” (HEWITT et al., [1988). Este evento acontece
quando hd um alinhamento quase perfeito entre o ob-
servador, lente e fonte, de modo que a fonte € distorcida
na forma de um anel luminoso (Fig. [3). Mais adiante
veremos exemplos da formacdo desses anéis.

Ja em 1989 observou-se pela primeira vez o lente-
amento de um quasar por estrelas na galdxia que atua
como lente, fendmeno conhecido como microlentea-
mento, (IRWIN et al.| |1989).

Em 1986, Paczyrisky propds o uso do efeito de len-
teamento gravitacional de estrelas para procurar ma-
téria escura em forma de objetos massivos compactos
no halo de nossa galdxia (conhecidos como Massive
Compact Halo Objects — MACHOS) (PACZYNSKI,
1986b). Naquele ano foram estabelecidas duas cola-
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boracdes, a Anglo-Australiana MACHqﬂ e a francesa
EROﬂ Durante trés anos, ap6s monitorar trés milhdes
de estrelas na Grande Nuvem de Magalhdes, foram de-
tectadas por ambas colaboragdes trés eventos de len-
teamento, com objetos de massa entre 0.1 e 1 massas
solares atuando como lentes, impondo limites & quanti-
dade de matéria escura (em forma de MACHOS) dentro
de nossa galaxia (ALCOCK] |1993} [TISSERAND; LE
GUILLOU; AFONSO, 2007). Em particular, esses re-
sultados mostraram que a maior parte da matéria escura
ndo pode estar na forma de objetos compactos no halo
de nossa galaxia.

J4 no ano de 1992 surgiu a colaboragdo OGLEEL
com o objetivo de monitorar estrelas no centro de nossa
galdxia para testar mais uma proposta de Paczynsky: a
procura de exoplanetas. Este projeto descobriu um exo-
planeta no ano 2003 (BOND, 2004), sendo portanto o
primeiro planeta fora do Sistema Solar detectado atra-
vés do efeito de lente gravitacional. Até o momento
foram descobertos 89 exoplanetaﬂ utilizando essa téc-
nica.

Em 2014 observou-se pela primeira vez uma su-
pernova (explosdo da uma estrela) lenteada (QUIMBY;
OGURIL2014), em 2015 imagens multiplas de uma su-
pernova lenteada por aglomerado de galaxias (KELLY]
2015) e em 2017 imagens mdltiplas de uma supernova
lenteada por uma galdxia (GOOBARL 2017). Ainda em
2017, observou-se pela primeira vez de forma direta a
deflexdo da luz por uma ana branca, possibilitando cal-
cular sua massa e comprovando previsdes sobre evolu-
¢ao estelar desses objetos (SAHU, 2017).

Citamos anteriormente, apenas alguns exemplos de
descobertas associadas ao fendmeno de lente gravita-
cional, na realidade, apenas a um regime desse fend-
meno, conhecido como lenteamento gravitacional forte,
no qual sdo geradas grandes magnificagdes e distorgdes
das imagens, imagens multiplas e anéis de Einstein.

Outro regime, o chamado lenteamento gravitacio-
nal fraco, tem sido amplamente utilizado em aplicagdes
astrofisicas e cosmoldgicas, desde a escala de galdxias
até a estrutura em grande escala do Universo. Uma boa
parte da cosmologia observacional atual se baseia em
projetos de grande envergadura que mapeiam a esfera
celeste obtendo imagens de alta precisdo em grandes
areas. O efeito fraco de lente gravitacional é um ingre-
diente chave desses projetos, tanto em operagdo como
planejados para o futuro préximo.

8http://wwwmacho.mcmaster.ca/
%http://eros.in2p3.fr/
10http://ogle.astrouw.edu.pl/
nteractive Extra-solar Planets
http://exoplanet.eu/catalog-microlensing.php!
25/02/2019

Catalog:
acessado em

De modo geral temos vivido um periodo de desco-
bertas nessa drea, que se intensificaram na ultima dé-
cada, tornando o efeito de lentes uma ferramenta de
multiplas aplicacdes em astrofisica e cosmologia e le-
vando a seu estabelecimento como drea de pesquisa.

Neste trabalho discutiremos alguns aspectos do re-
gime de lenteamento forte, mostrando solug¢des simples
usando funcdes elementares. Em particular, discutire-
mos duas configuracdes que nos ajudardo a entender
duas aplicagdes mencionadas anteriormente, o efeito de
microlenteamento e a gerag¢do de arcos e anéis de Eins-
tein.

3 INTRODUCAO A TEORIA DE LENTES GRA-
VITACIONALS: A EQUACAO DA LENTE E
SIMETRIA AXIAL

Nesta se¢do vamos introduzir alguns conceitos impor-
tantes para atacar o problema do lenteamento gravitaci-
onal. Em particular, estabeleceremos a chamada equa-
¢do da lente, que € o ponto de partida para todos os
resultados. Nesse processo ficardo claras as hipéteses e
condigdes para a validade do tratamento utilizado neste
artigo. Com a apresentagdo de algumas quantidades fi-
sicas importantes ligadas a angulos, distincias e a geo-
metria do fendmeno de modo geral, iremos fixar a no-
tacdo que serd utilizada ao longo do artigo.

3.1 A equacao da lente

Em todas as situa¢des que iremos discutir, as dimen-
sdes da lente sdo muito menores do que as distancias
entre observador e lente e entre lente e fonte. Por exem-
plo, no caso do microlenteamento na nossa galdxia, as
distancias tipicas sdo na escala de kiloparsecs (1 kpc
~ 3 x 10'6 km), enquanto o raio tipico de uma estrela
é na escala de 10% km. J4 no caso de galdxias, as dis-
tancias envolvidas sdo da ordem de Gpc (gigaparsec =
10 kpc), enquanto o tamanho tipico de uma galdxia é
da ordem de 100 kpc. Além disso, ao longo do seu tra-
jeto da fonte até nos, a luz € defletida essencialmente
por um Unico objeto (uma estrela ou uma galdxia nos
exemplos citados). Ou seja, a luz se propaga a maior
parte do tempo no Universo sem ser desviada até que
encontra um defletor (a lente) e depois segue até o ob-
servador. E, portanto, uma excelente aproximagao, con-
siderar que a luz é defletida em um tnico ponto (ao con-
trério do que mostra a Fig. [T} que é meramente ilustra-
tiva e esta fora de escala).

Uma representacio dessa situacgdo ¢ ilustrada na Fig.
[l que mostra um raio de luz emitido por uma fonte si-
tuada a uma distancia Dog do observador e a uma dis-
tancia 1 do eixo Optico (escolhido como a direcdo que
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passa do observador pelo centro da lente, reta tracejada
na figura). A luz se propaga até o plano onde est4 loca-
lizada a lente, passando por uma distancia ¢ do centro
da lente e sendo defletida de um angulo &. Esse raio
de luz atinge o observador em um angulo § em relagio
ao eixo optico. Essa € a geometria bdsica do lentea-
mento que iremos considerar. Como foi discutido an-
teriormente, devido as dimensdes tipicas envolvidas, na
pratica é como se o desvio da luz ocorresse a uma tnica
distancia (onde esta localizada a lente, a uma distin-
cia Doy, do observador). A luz de fontes em diferentes
posicdes 17 serd defletida em diferentes pontos f_: mas
sempre no mesmo plano, como representado na figura.
Esse plano é chamado de plano da lente (¢ o plano per-
pendicular a linha de visada que passa pelo centro da
lente).

/nodas Fontes /

D()l.

Observador

Figura 4: Representacdo esquemadtica do lenteamento gravitacional
com as varidveis relevantes indicadas. Note que os dngulos estdo al-
tamente exagerados para permitir a visualizag@o.

Se ndo houvesse deflexdo da luz, o raio emitido pela
fonte seria recebido em uma direcdo § em relagdo ao
eixo da lente (ficard claro mais adiante porque estamos

denotando os dngulos como vetores). Assim, 5 é a po-
sicdo angular real da fonte e 0 a posi¢do observada no
céu, ap6s sofrer uma deflexdo ¢&. Encontrar a relagdo
entre B e 0 nos permitird abordar as situacdes do len-
teamento, como ficard claro nas préximas se¢cdo. Mas
antes de obter essa relacdo, € preciso discutir uma ul-
tima aproximacao.

As linhas mostradas na Fig. [4] definem tridngulos.
Por exemplo, 77, 0 eixo dptico e a linha pontilhada de-
finem um tridngulo retdngulo. Estamos acostumados a
relacionar os lados de tridngulos com os dngulos atra-
vés das funcdes trigonométricas. Na geometria rele-
vante para lentes os dngulos envolvidos sdo extrema-
mente pequenos, da ordem de segundos de arco (1”
~ 5 x 107 rad). Nesse caso a seguinte relacio é uma
excelente aproximagdq'“|sen x = x. Do mesmo modo,
podemos usar a aproximagao cos x = 1.

U

<)

Da

Figura 5: Diagrama para a distdncia de didmetro angular (fora de
escala, pois 6 < 1).

Um comprimento fisico d subtenderd um angulo &
se ele estiver a uma distancia D 4 do observador (ver fig.
|§[). Usando a aproximacio discutida anteriormente, é
facil mostrar que a relacdo entre essas quantidades fica,
simplesmente,

d
6= —. 3
o 3)
Com essa relag@o, podemos definir as varidveis angula-
res a partir das posicdes da imagem no plano das fontes
e no plano da lente:
0=¢/Dor, B=1/Dos. )
Por isso estamos usando a notacdo vetorial para os an-
gulos, pois eles possuem unidades angulares, mas uma
direcdo. E fécil imaginar isso na esfera celeste, uma
separa¢do angular entre dois pontos, com uma dada di-
recao.

12Excelente mesmo, no sentido de que o erro relativo dessa aproxi-
magio, para angulos de 17 é da ordem de 1011, ou seja, um bilho-
nésimo de porcento.
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Agora estamos prontos para obter a equacdo da
lente. Vamos denotar por 77’ a distancia fisica no plano
das fontes a partir do angulo ) 77 = 0Dy, conforme
a Eq. ). A diferenga entre 77’ e 77 é a distincia as-
sociada a deflexdo 52, ou seja, éDo L, j4 que esse an-
gulo € definido no plano da lente. Desse modo, teremos
7' —17 = (0 — B)Dos = &Doyr, . Assim, obtemos
finalmente que

Drs
Dos

-

f=6-

Qp

(&)

A expressdo de a depende do modelo fisico da lente.
Por exemplo, vimos que o desvio da luz por uma lente
pontual é dado pela expressdo (2). A dependéncia em &
pode ser convertida a uma fungao de 6 usando a relagao
@.

A relagio (B) é conhecida como equagdo da lente
e ¢ fundamental para o lenteamento gravitacional, uma
vez que resolvendo essa equacdo € possivel obter a(s)
posicao(des) da(s) imagem(ns) a partir da posicao ﬁ das
fontes e da expressdo para o angulo de deflexdo &(5).

E importante considerar a equacio da lente na forma
vetorial, como anteriormente, pois se a deflexdo da luz
tiver uma componente tangencial, os vetores e 5 nio
serdo paralelos. Por outro lado, essa abordagem pode
gerar alguma dificuldade para alunos ndo familiarizados
com vetores e com representagdes tridimensionais. Na
subsecdo seguinte nos restringiremos ao caso em que a
deflex@o da luz € apenas na direcdo radial, o que ocorre
pra lentes com simetria axial. Essa situagc@o € mais facil
de visualizar e ndo requer a utilizagdo de vetores. Ele
serd suficiente para compreender e permitir fazer os cal-
culos das secdes seguintes. Portanto, € possivel pular a
deducdo da equagdo da lente e, nesse ponto, ir direto
para a se¢do[3.2] por questdes pedagdgicas.

Tendo obtido a equag@o da lente, cabe perguntar,
onde entra a relatividade geral nessa histéria? Em pri-
meiro lugar, ela aparece explicitamente na expressao do
angulo de deflexdo (Eq. 2), que foi deduzido por Eins-
tein usando essa teoria e que requer um ferramental que
estd fora do escopo deste texto. Esse resultado ja leva
em conta a curvatura do espago-tempo € outros concei-
tos da relatividade geral. Ele é obtido no chamado li-
mite de campo fraco, que é uma excelente aproximagao
para todos os corpos celestes, exceto na proximidade de
buracos negros.

Ao deduzir a equagdo da lente, consideramos im-
plicitamente que a luz se propaga em linha reta, exceto
ao passar pelo plano da lente. Mas serd que isso se-
ria valido também em situacdes cosmoldgicas, em que
é preciso considerar a expansdo (e possivel curvatura)
do Universo? A resposta €, milagrosamente, que sim.

Ou seja, a equagdo da lente (5) é valida mesmo em si-
tuagdes cosmoldgicas, desde que as distancias utiliza-
das sejam as chamadas de didmetro angular, que sdo
definidas exatamente a partir da relagdo entre distan-
cia, tamanho perpendicular e angulo conforme a Fig.
(3) e a Eq. (). Em cosmologia hd ddrias defini¢des
de distancia aplicdveis a cada problema. Em geral elas
dependen do modelo cosmoldgico e levam em conta a
composicao do Universo e a taxa de expansdo. Em ge-
ral, Dos # Do + Drg, mesmo para um Universo
plano. De qualquer forma ndo precisaremos lidar dire-
tamente com as distincias cosmoldgicas, pois elas serdo
absorvidas (ou seja, embutidas) em algumas defini¢des,
como varemos mais adiante.

E importante ressaltar, no entanto, que a expressao
(3) ¢ vélida para um Universo homogéneo e istropico
em grandes escalas, como é o caso dos modelos cos-
moldgicos mais aceitos atualmente. Tecnicamente ela
pode ser mostrada considerando uma perturbacao linear
sobre a métrica homogénea e isotrépica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker. Cada uma das trés possi-
veis geometrias das se¢des espaciais (esférica, plana e
hiperbdlica) precisa ser tratada separadamente. Tal de-
monstracao mais rigorosa € praticamente ausente das
publicacdes na drea, sendo uma excec¢ao o livro de|PET-
TERS, LEVINE e WAMBSGANSS|(2001).

Em resumo, o tratamento realizado serd adequado
para aplicagdes cosmoldgicas, como por exemplo
quando consideramos que a lente ¢ uma galdxia ou
aglomerado de galdxias.

3.2 Simetria axial

Nesta secdo vamos considerar o caso de lentes com si-
metria axial, cujo tratamento é bastante simples, mas
que ja permitem abordar exemplos ilustrativos de fend-
menos de lentes.

Como mencionado anteriormente, a deflexdo da luz
por lentes localizadas ocorre como se toda a distribui-
¢do de massa estivesse concentrada no plano da lente.
Para efeitos de lenteamento, o que importa € a distri-
buicdo de massa projetada nesse plano. Nesse sentido,
uma distribuicdo com simetria cilindrica ao longo da
linha de visada ou com simetria esférica (entre outros
exemplos) produzird uma distribuicdo de massa com si-
metria axial, ou seja, em que a densidade de massa de-
pende apenas da dire¢do radial no plano da lente. Es-
colhendo o centro do sistema de coordenadas (5 =0)
passando pelo centro de simetria da lente, temos que a
densidade serd apenas uma fungdo de £ = |§_] (e por-
tanto de # = |A]). Dessa forma, o angulo de deflexdo
serd funcdo também apenas do médulo do parametro
de impacto (5). Além disso, pela simetria axial do pro-
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blema, a deflexdo da luz s6 pode ter componente radial,
ndo tangencial, ou sej ag) =a(f)ée.

Dos 1

Doy

Figura 6: Esquema do lenteamento gravitacional para uma fonte com
simetria axial. A fonte pontual S estd localizada a uma distancia
Do s do observador e n do eixo 6ptico. Esta seria vista na dire¢do 3
se nao houvesse o efeito de lente. Devido a deflexdo de um angulo &
pela lente situada a uma distancia Do, do observador, a fonte € vista
na diregdo 6, correspondendo a posi¢do aparente S .

Como a deflex@o ¢ puramente radial, a propagagéo
da luz ocorre em um tnico plano (ou seja, £ e 77 na Fig.
M) possuem a mesma dire¢do), de modo que o diagrama
da Fig. ] pode ser simplificado pelo mostrado na Fig. [6]
em um Unico plano. A equacio da lente pode ser escrita
na forma escalar

Drs
Dos’

f=0—a (6)
lembrando que & € o angulo de desvio (Eq. 2] no caso
de lente pontual).

Note que essa equagdo ndo ¢ o médulo da Eq. (3),
mas sim uma componente dela, a componente ao longo
da direcdo do plano de propagacao do raio de luz. Nessa
notagdo 6 e 3 sdo definidos em retas que contém esse
plano, como na Fig. [6] (e podem ter sinais positivos ou
negativos), ndo mais sendo vetores no plano das lentes
e das fontes.

O angulo de deflexdo depende de distribuicdo de
matéria na lente. No caso de lentes com simetria axial
sua expressdo € extremamente simples. A situagdo é
andloga ao que ocorre em 3D no caso do campo gravi-
tacional (ou elétrico) de sistemas com simetria esférica.
Nesses casos, o campo a uma distancia r do centro é
dado pela expressao do campo gerado por uma massa
(carga) pontual situada em r = 0, onde a massa (carga)
€ aquela contida dentro do raio r. Ou seja, a massa

13 Aqui usaremos a notagdo éx para denotar um versor, ou seja, um
vetor unitario, na dire¢do X.

(carga) exterior a esse raio ndo contribui para o campo
naquele ponto. Uma forma elegante de mostrar esse
fato € usando o teorema de Gauss.

No caso do angulo de deflexdo, este serd dado exa-
tamente pela expressdo (2), onde a massa que contribui
¢ aquela dentro de um circulo de raio &, M(§). Em
notacdo vetorial, a deflexdo da luz por uma lente com
simetria axial (Eq. 2) é dada, portanto, por

_ 4G M),

L _AGM©),
¢ ¢

S (7)

Qp

onde M (&) é amassa contida em um disco de raio £, ou
seja, ela é a massa contida ao longo da linha de visada
em um cilindo de raio £. Isso pode ser mostrado, por
exemplo, usando o teorema de Gauss em 2D (plano da
lente).

Em caso de uma audiéncia ndo familiarizada com o
célculo vetorial, pode-se apresentar diretamente o dia-
grama da Fig. [6] e trabalhar direto com a equagdo da
lente na forma (&) e com médulo da expressdo (7). Al-
gumas das solugdes apresentadas neste artigo, como o
caso da lente pontual, podem ser tratadas nessa aborda-
gem.

Elas ja fornecem exemplos interessantes de situa-
¢oes de lentes e sdo até realistas em alguns pontos. No
entanto, serd mais facil obter e interpretar alguns resul-
tados estando familiarizado com vetores, como no caso
das solugdes de arcos gravitacionais (sec. [5.2).

4 LENTE E FONTE PONTUAIS

No caso de uma lente pontuaﬂ o angulo de deflexdo é
dado pela Eq. (2). Substituindo essa expressdo na Eq.
(6), obtemos (lembrando que £ = Do)

Dps 4GM 1

:9—7 .
ﬁ DOSDOL 62 0

®)

Assim, dada a posicdo da(s) imagem(ns), podemos
calcular a posigdo da fonte, ou seja, temos 3(6). Mas,
na verdade, o que queremos € obter a posi¢ao da(s) ima-
gem(ns), # a partir da posi¢do da fonte 3. Para isso
é necessdario resolver a equagdo anterior para termos
6(B). Multiplicando ambos lados dessa equagio por 6
fica claro que temos uma equagao de segundo grau para
essa variavel, que pode ser facilmente resolvida, forne-
cendo

4GM

2
8 /B Mo

O10=—=+4]/—
1,2 9 4+

Drs
DosDor ¢

140u uma lente extensa com simetria axial, para raios de luz que
passam além do raio do objeto, como seria o lenteamento pelo Sol ou
outra estrela.
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Neste caso temos duas solugdes para as posi¢des das
imagens, ou seja, teremos duas imagnes de uma mesma
fonte, assim como observado por Walsh, Carswell e
Weymann em 1979!

Figura 7: Imagens 6; e 62 de uma fonte pontual situada na posiciao
3 em relag@o ao centro da lente (pontual). A curva tracejada indica
um circulo de raio 6.

O termo constante na Eq. (9) nos fornece uma escala
angular caracteristica do lenteamento. Definindo

D AGM
0p = _ MLS (10)
DosDor,  c?
essa equagdo fica escrita como
B >
O10="12x1\/—+0%. 11
1275 1 + 0% (11)

Note que teremos sempre 61 > 0g e 0, < 0 (Fig.
[7). No caso em que 8 = 0 (alinhamento perfeito entre
a lente, a fonte e o observador), teremos 6; o = +0g.
Nesse caso, pela simetria do problema, a imagem ficara
na posi¢do 6 em relagdo ao centro, em qualquer dire-
¢do. Ou seja, serd formado um anel, conhecido como
Anel de Finstein. Essa transi¢do abrupta entre duas
imagens pontuais € um circulo parece esquisita, mas
€ devida as suposi¢des que fizemos, em particular, ao
fato da fonte ser pontual. Na se¢do[5.2]estudaremos um
exemplo com fonte finita e essa transi¢do ficard mais
clara.

De qualquer forma, mesmo sendo uma situacgio idea-
lizada, as solugdes (TI) representam muito bem o que
ocorre no lenteamento de uma estrela por outra estrela,
efeito conhecido como microlenteamento. Como men-
cionado na se¢do[2.3] esse efeito tem sido observado em
vdrios projetos observacionais. De particular interesse
sdo0 os eventos em que a lente nfo é detectada por sua
emissdo de luz, sendo um candidato a MACHO. Solu-
¢des em que a lente ndo € uma massa pontual, mas sim

um conjunto de massas pontuais sdo de grande impor-
tancia para a detecdo de planetas extrassolares. Nesse
caso, as massas representam a estrela central e seus pla-
netas. Essas solucdes s@o mais complexas e fogem ao
escopo deste capitulo. Para exemplos, ver PETTERS,
LEVINE e WAMBSGANSS]| (2001), MOLLERACH e
ROULET] (2002).

5 LENTE EXTENSA: ESFERA ISOTERMICA
SINGULAR

A lente pontual ¢ um 6timo modelo para distribuicdes
concentradas de matéria, especialmente estrelas e pla-
netas. No entanto, sistemas na escala de galaxias e aglo-
merados de galdxias possuem uma distribui¢do mais di-
fusa de matéria. Por um lado, a matéria visivel é cla-
ramente espalhada, seguindo a distribuicao de estrelas.
Por outro lado, a maior parte da matéria desses objetos
estd sob a forma de matéria escura (??) e se extende
muito além da componente visivel. Quando observa-
mos arcos gravitacionais, apesar de sua luz passar por
partes transparentes de lente, sdo regides em que ainda
hd a presenga da massa da lente e sua distribui¢do espa-
cial é importante.

De forma bastante surpreendente, a combinacdo da dis-
tribuicdo de estrelas, gds e matéria escura em muitas
galdxias acaba levando a um perfil radial de densidade
na forma (ver, por exemplo, (DE FREITAS; MAKLER;
Dumet-Montoyal 2018)) e referéncias nela citadas):

2

plr) = 27761:'7“2’ (12

em que o2 é um pardmetro ligado & massa e representa
a dispersao de velocidades unidimensional das particu-
las. Esse modelo de distribui¢do de massa é conhe-
cido como Esfera Isotérmica Singular (TURNER; OS-
TRIKER; GOTT III, [1984; BINNEY; Tremainel [1987;
SCHNEIDER; EHLERS; FALCO, [1999)). Como vere-
mos a seguir, esse tipo de modelo permite obter solu-
¢des analiticas muito simples para diversas quantidades
de problemas de lentes.

E possivel mostrar que nesse modelo a massa contida
dentro de um cilindro de raio ¢ é dada por

o2
M(&) = =2¢. 13
(&) =2¢ (13)
Substituindo essa expressdo na Eq. (7)), obtemos
. 2
& = dr (U—C”) éc (14)

ou seja, o angulo de deflexdo € constante em mddulo e
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aponta para fora na direcao radiaﬂ A equacdo da lente
() nesse caso fica

S g
=002 (15)
16|
em que
Dps (0,2
O =4 — 16
E GDos(C) ( )

Essa é exatamente a expresdo do raio de Einstein neste
caso, como serd discutido na proxima secao.

Para escrever a equagdo da lente (I5) na forma escalar
(@), ou seja, considerando apenas o plano observador—
lente—fonte, € preciso notar que o angulo de deflexdo
apontar na diregao radial para fora implica em o = 0
parad > 0 e a« = —0p para 8 < 0. Desse modo, a
equacdo da lente fica

B=0F0g,

onde o sinal do segundo termo é o oposto do sinal de ¢
(ouseja, 3 =60—0gsed >0ef=0+0gsed <O0).

a7

5.1 Solucao da equacao da lente e fontes pontuais

As imagens para uma fonte pontual podem ser obtidas
invertendo (ou seja, solucionando para #) a equacgio da

lente, nas formas (13) ou (T7):

O10=0F+0g, (18)
ou, na forma vetorial,
v . 3
91’2 = (5:5:(9E)€B = (Bi&E)E (19)

Note que a segunda solu¢do (com sinal negativo), s6
existe se houver uma solugdo com 6 < 0 na equag@o
(18), ou seja, se § < Og. Desse modo, temos trés posi-
veis solugdes, dependendo da posicao da fonte:

e 3 =0: A imagem ¢ formada em § = A gerando
um anel (como no caso da lente pontual)

e 3 < 0p: A Eq. possui duas solugdes, ge-
rando uma imagem em 6§ = 0y + 3, fora do raio
de Einstein e outra em 6 = g — 3, dentro desse

raio. A separagdo angular entre as duas imagens é
00 = 20g.

I5E interessante notar que uma tal deflexdo constante (ou seja, in-
dependente da distancia ao centro da lente) e radial pode ser reprodu-
zida em um meio material com uma lente em formato de cone. Essa
representacdo reproduz fielmente o efeito de lente gravitacional para
o modelo da esfera isotérmica singular e permite visualizar os resul-
tados que serdo discutidos nesta se¢do de forma pratica. Uma lente
nesse formato € relativamente facil de ser produzida em uma oficina
utilizando um torno mecanico.

e 3 > Og: Nesse caso a equagio da lente tem apenas
uma solu¢do, = 0g +

Vemos portanto que a multiplicidade das imagens de-
pende da posi¢ao da fonte, que € a situagdo mais comum
para outras distribui¢des de massa. Quando ha duas so-
lu¢des, uma imagem fica fora do raio de Einstein, en-
quanto a segunda fica dentro (como no caso da lente
pontual). No caso em que ha apenas uma imagem, esta
fica fora do raio de Einstein. Essa € uma situagdo gené-
rica de lentes com simetria axial quando h4 uma singu-
laridade no centro da lente (ou seja, quando a densidade
formalmente vai a infinito no centro da 1ente|E|). Para
lentes ndo singulares e/ou sem simetria axial, uma mul-
tiplicidade maior das imagens € possivel. Por exemplo,
para lentes elipticas (ou seja, cuja distribuicdo de massa
projetada no plano da lente possui simetria eliptica) sin-
gulares, podem haver 1, 2, ou 4 imagens, dependendo
da posi¢do da fonte. Do mesmo modo como ha diver-
sos quasares com imagens duplas, ja foram descobertos
vdrios sistemas com quatro imagens. Essa configura-
¢do € conhecida como “cruz de Einstein”, pois as posi-
¢des das quatro imagens fazem um desenho semelhante
auma cruz. Na proxima se¢do veremos outras situacdes
comuns de efeito de lente, a saber, arcos e anéis.

E conveniente escrever as solugdes da Eq. em co-
ordenadas polares. Sendo agora 8 = |B| e § = |0] as
coordenadas radiais e ¢ e ¢ as coordenadas angulares,
respectivamente no plano das fontes e da lente, as duas
solugdes da (T9) podem ser escritas como

9:9E+/8a (P:¢7

0=0g—0, p=0¢+m.

Essas expressdes serdo uteis na proxima secao.
Voltando ao caso mais geral de simetria axial. Sempre
que observador, lente e fonte estiverem alinhados (i.e.,
B = 0) a imagem gerada serd um anel, pela simetria
do problema. Utilizando a equacdo da lente (5H6), a
expressdo geral para o dngulo de delfexdo (7) e a con-
versdo das distancias fisicas para as varidveis angulares
(@), ¢ facil ver que a expressdo geral para o raio de Eins-
tein € dada por

(20)
ey

Drs AGM(0g)
DosDor c?

O = (22)

A distribuicdo radial de matéria ird definir a forma fun-
cional de M (#) e, resolvendo essa equagdo para Op,

16Naturalmente essa singularidade ndo é fisica, mas apenas uma
boa aproximacdo. Por exemplo, uma estrela ndo € pontual e sua den-
sidade € finita. Mas nas situacdes relevantes € suficiente tratd-la como
fonte pontual. Do mesmo modo, as galdxias ndo possuem uma den-
sidade infinita, mas os modelos isotérmicos singulares s3o uma boa
aproximac@o no que se refere aos efeitos de lents.
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obtemos a expressdo do raio de Einstein. E ficil ver
que nos casos da lente pontual e da esfera isotérmica
singular, a expressdo (22) nos leva a (I0) e a (T6), res-
pectivamente.

Quando o problema ndo possui simetria axial, ndo ha
mais a formacdo de uma imagem pontual em anel.
Ainda assim, o raio de Einstein definido na Eq. @)
nos fornece uma separacao angular tipica entre imagens
multiplas, como vimos nos casos de lente pontual e es-
fera isotérmica.

5.2 Fontes circulares e arcos gravitacionais

Até o momento, tratamos as fontes como pontuais, o
que é uma 6tima aproximagdo para algumas situagdes
reais, como o lenteamento de estrelas e a formagédo de
imagens multiplas de quasares. No entanto, para abor-
dar outros fendmenos, como a formagao de arcos gra-
vitacionais e anéis de Einstein — especialmente para
entender a transicdo entre imagens multiplas e a for-
magdo de um anel — € preciso considerar fontes com
um tamanho finito (ou seja, com tamanho ndo desprezi-
vel). Aqui iremos considerar fontes circulares (repre-
sentando galdxias), como uma primeira aproximagao
para atacar o problema de fontes finitas.

Primeiro vamos escrever a expressdo da fonte circular
em coordenadas polares 3(¢), para depois obter sua(s)
imagem(ns) 0(y).

bo

o

Figura 8: Diagrama de uma fonte circular de raio R, localizada a
uma distancia s do centro da lente em uma posi¢do angular ¢o em
relagdo ao eixo x.

Vamos considerar uma fonte circular de raio R, cujo

centro estd localizado a uma distancia s do centro da
lente e cuja posicdo angular em relag@o ao eixo = é dada
por ¢, conforme o diagrama da Fig. 8] O angulo entre
o vetor posicdo do centro da fonte §'e um vetor posi¢ao
qualquer no plano das fontes 5 é dado por v = ¢ — ¢y.
Escrevemos a posi¢do 5 de um ponto no circulo na
forma 8 = 7+ P11, como ilustrado na Fig. [8] de modo
que By, s e a perpendicular a E que passa pelo centro do
circulo formam um tridngulo retangulo. Desse modo, é
fécil ver que 51 = scosy = scos (¢ — ¢o). Ja Brr
forma um tridngulo retdngulo com R e a perpendicular
a ﬁ que passa pelo centro do circulo. Os lados desse
tridngulo sdo fr; e sseny = ssen (¢ — ¢o) e a hipo-
tenusa € R. Assim, usando o teorema de Pitdgoras, te-
remos 37; = R? — s%sen? (¢ — ¢yp), de modo que hd
duas solugdes para 7y e portanto para 3:

BF = scos (¢ — ¢o) £ \/R? — s?sen? (¢ — ) .
(23)
Note que ha duas solug¢des pois para um dado valor de
¢ ha dois valores de 3 correspondendo as partes exter-
nas e internas da circunferéncia em relag@o ao centro da
lente. Essas partes se encontram onde a raiz se anula,
ou seja, em ¢ = ¢ + arcsen(R/s), o que define os ex-
tremos do circulo na coordenada angular ¢. A extensao
angular do circulo é 2 arcsen(R/s).
Note que até aqui ndo utilizamos nenhum conceito do
lenteamento gravitacional. Apenas escrevemos a ex-
pressdo em coordenadas polares para um circulo fora
da origem. Agora, vamos aplicar nessa expressdo do
circulo as solugdes da equacdo da lente (Eqgs. [20]e[21).
Assim, obteremos a(s) imagens do circulo:

0F = O +scos (¢ — ¢o) £ /R2 — s2sen? (¢ — ¢p),

@4
0F = 0 —scos (¢ — ¢o) £/ R2 — s2sen? (¢ — ¢p) .
(25)
A primeira é védlida no intervalo [¢py —

arcsen(R/s), o + arcsen(R/s)] e a segunda no
intervalo [¢pg—arcsen(R/s)+m, do+arcsen(R/s)+m].
Essas solugdes sdo mostradas na Fig. [0 para R =
0.10g, s = 2R e ¢¢ = 0, juntamente com a fonte (em
verde). A imagem da direita mostra a solugfo 0, e¢ a da
esquerda a solugdo 5. As curvas azuis representam as
partes com valor positivo nas raizes ("), enquanto as
curvas magenta mostram as partes com o sinal negativo
na raiz.

A solugido 6; representa o arco externo ao raio de Eins-
tein e existe para qualquer valor de s > R, ou seja, se
a fonte ndo contiver o centro da lente. Ela sempre terd
uma forma arqueada, exceto quando R < s, em que
ela parecerd um circulo. A imagem 6, aparece sem-
pre dentro do raio de Einstein e sua forma pode variar
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Figura 9: Imagens de uma fonte circular (mostrada em verde), de
raio R = 0.10g e localizada a uma distancia 2 R da origem, geradas
por uma lente representada por uma esfera isotérmica singular. Os
eixos estdo mostrados em unidades do raio de Einstein 6.

de um arco, como na Fig. [9] quando a fonte estd pro-
xima ao centro da lente (s < fg), até o formato de
uma gota, quando ela estd préxima ao raio de Einstein
(s ~ 0g). Quando parte da fonte cruza o raio de Eins-
tein (s > 0 — R) a solucdo interna 6, deixa de existir
e 05 se anula nos extremos de variagdo de ¢. A imagem
fica com forma de gota, com o bico da gota localizado
na origem. O maior valor de 03’ ocorre em ¢ = ¢q €
este passa a ser negativo para s 2, 0 + R, de modo que
essa segunda imagem deixa de existir nessa situacao.
Para s < R, a fonte contém o centro da lente. Nesse
caso, ¢ pode variar de 0 a 27 e as duas solucdes (23)
sd0 a mesma (¢ — ¢ + 7 sdo equivalentes). As ima-
gens formam curvas fechadas, uma fora (6;) e
outra dentro (fs) do raio de Einstein, formando assim
um anel de Einstein. Note portanto que ndo € preciso
um alinhamento perfeito entre observador, lente e fonte
para gerar um anel de Einstein a partir de fontes fini-
tas. A situagdo limite ocorre para s = R, na qual as
duas imagens se tocam em suas extremidades. No caso
s = 0 é formado um anel perfeito de forma circular e
centrado no centro da lente. Agora fica facil entender a
transicao entre a situacdo de duas imagens e a formagao
do anel para fontes finitas: ao se aproximar da situagio
em que o anel é formado, arcos com extensdo angular
cada vez maior sdo formados, até serem fundidos for-
mando um anel.

Na Fig. [[0jmostramos a fonte em vérias posi¢des (qua-

dro superior), com as imagens resultantes (quadro infe-
rior). Na medida em que a fonte se afasta da projecdo
do centro da lente, passamos pelas situacdes de anel de
Einstein, duas imagens e uma tnica imagem. Recapi-
tulando, as condicdes para a formagdo de cada tipo de
imagem s30:

e s < R: formagdo de um anel de Einstein
e R < s < 0g+ R: duas imagens

e s > 0p + R: apenas uma imagem.
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Figura 10: Esquerda: fontes circulares (de raio R = 0.10p) locali-
zadas em diversas posi¢oes ao longo do eixo 81 (¢ = 0). Direita:
imagens dessas fontes. A fonte que contém o centro da lente (mos-
trada em verde musgo) origina um anel de Einstein. A fonte externa
ao raio de Einstein (em azul claro) possui apenas uma imagem. As
demais fontes originam duas imagens, uma externa e outra interna ao
raio de Einstein.

Note que a expressdo de 61 em (24) admite dois inter-
valos de ¢ em que o argumento da raiz ndo se anula.
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O primeiro corresponde efetivamente a 6; e o segundo
corresponde a segunda imagem 65, de modo que a so-
lucdo completa para das duas imagens da fonte circular
na esfera isotérmica singular pode ser escrita como na
Eq. (29).

A curva média entre as partes interna e externa do arco
(uma espécie de “espinha dorsal” do arco) é dada por

ot +6-
2

0= =0p + scos (¢ — ¢p) . (26)
Essa curva é mostrada em pontilhado na Fig. 0] Note
que ela independe do tamanho da fonte, sendo a mesma
no caso de formagao de anel de Einstein.

Nas discussdes desta secdo optamos por posicionar a
fonte em uma orientacdo genérica ¢y. No entanto,
como a lente possui simetria axial, a posi¢do angular da
fonte pode ser escolhida arbitrariamente sem alterar a
fisica do problema. Poderiamos, por exemplo, ter feito
de partida ¢9 = 0 para simplificar as expressdes, sem
nenhuma perda de generalidade.

A discussdo das imagens de fontes circulares nos per-
mitiu discutir alguns fendmenos de lentes, como a for-
macao de arcos e anéis de Einstein, utilizando solugdes
muito simples. Basta escrever a solu¢c@o da equacdo da
lente para uma esfera isotérmica singular em coordena-
das polares (Eqgs. 20]e2I). A partir dai € trivial obter as
solucdes para qualquer fonte. Sugestdo: faca o mesmo
exercicio desta se¢do, mas com uma fonte eliptica. Ela
também permitird uma solugdo relativamente simples e
fornecerd arcos ainda mais realistas.

Como vimos, no caso de fontes finitas, nao é necessario
um alinhamento perfeito observador—lente—fonte para
que seja gerada uma imagem na forma de anel. Basta
com que o alinhamento seja aproximado. Neste caso é
suficiente que algum ponto do disco que define a fonte
passe pelo eixo da lente. Mesmo em situacdes em que a
lente ndo possui simetria axial, é possivel que a imagem
gerada forme um anel completo. Basta que a fonte seja
grande o bastante para incluir uma regido relevante da
lente, que para fontes ndo axialmente simétricas ndo é
apenas o centro. Por isso, mesmo as lentes nao sendo
perfeitamente axiais e ndo ocorrendo um alinhamento
perfeito, ainda é possivel detectar centenas de anéis de
Einstein na natureza.

6 DISCUSSAO

Vimos que a medida da deflexdo da luz durante o
eclipse de 1919 (e em particular as medidas realizadas
em Sobral) teve um papel crucial na aceitacao da teoria
da relatividade geral. Por concidéncias histéricas, a su-
cessao de fatos se deu de tal forma que o desvio da luz

s6 conseguiu ser medido apds a previsao final de Eins-
tein, de modo que esta se tornou uma previsio correta
para a medida.

A deflexdo da luz abre uma perspectiva para novos
fendmenos, em particular para as lentes gravitacionais,
cujas previsdes tedricas foram sendo observadas suces-
sivamente nas ultimas décadas. Esse novo campo pos-
sui aplicacdes nas mais diversas escalas astrondmicas,
desde planetas extrassolares até a estrutura em grande
escala do Univero.

Através da abordagem desenvolvida nesta contribuicdo,
foi possivel atacar alguns exemplos de aplica¢des que
podem ser estudados por meio de solugdes analiticas
muito simples. Em particular, foram obtidas solu¢des
para imagens multiplas, arcos gravitacionais e anéis de
Einstein.

Devido a sua simplicidade e a seu fascinio, o assunto de
lentes gravitacionais se torna um recurso didético atra-
tivo, que permite treinar diversos conceitos matemati-
cos, incluindo a capacidade de abstracdo, visualizagdo
3D, manipulacdes algébricas, cdlculo vetorial, realiza-
¢do de gréficos, etc.

Sdo poucos os problemas da fisica contemporinea que
podem ser quantitativamente atacados com um ferra-
mental accessivel a alunos dos cursos iniciais de licen-
ciatura e bacharelado nas areas de ciéncias exatas, en-
genharias e afins a até a alunos avangados de ensino
médio.

Combinada a abundincia de aplicagdes praticas, a
grande disponibilidade de belas imagens associadas ao
fendmeno e a facilidade com que € possivel tratar alg-
mas aplica¢des, faz com que o tema de lentes seja ideal
para explorar atividades complementares aos contetidos
formais dos cursos existentes. Até o momento pratica-
mente ndo ha material em portugués que trate o assunto
de forma accessivel para o publico alvo mencionado.
Esperamos com este artigo contribuir para preencher
esta lacuna.
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