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RESUMO

Desenvolvemos um estudo exploratorio, com a obtencdo direta dos dados descritivos no ambiente natural onde
se concretiza o ensino de matemadtica com a participacdo direta do pesquisador, com o objetivo de descrever a

aquisicdo do conceito de derivadas parciais e direcionais de fungées 7 = f(xX,Y) simbolizadas por
a—f()c, y),a—f(x, y),a—j_f,(x, V). Desde que em tal aquisi¢do temos a necessidade de promover a utilizagdo
ox ox u

do raciocinio intuitivo e légico do aluno, analisamos também a compreensdo de alguns teoremas relacionados.
Antes de iniciar a observagdo participante, no segundo semestre de 2006, com os alunos do 4° semestre do
curso de Licenciatura em Matemadtica do Centro Federal de Educacdo Tecnolégica — CEFET em Juazeiro do
Norte, desenvolvemos um extenso levantamento documentdrio respeitando as etapas previstas por Bervian e
Cervo (2003). Nesta fase do estudo identificamos elementos de natureza epistemoldgica, histérica e
metodoldgica presentes nos livros didéticos que pudessem funcionar como obstaculos epistemoldgicos para os
contetdos hé pouco citados. Apés a finaliza¢do deste momento, passamos para as situagdes de observagdo, nas
quais desenvolvemos atividades baseadas em pressupostos didatico-metodoldgicos da Segiiéncia Fedathi — SF.
Desde que a SF se aplica as situacdes de experimentagdo e recriacdo em determinados aspectos, do ambiente
de trabalho do matematico profissional, decidimos por sua escolha como metodologia de ensino, integrada as
formulagdes de Perminov (1988), na caracterizacdo dos elementos cognitivos mobilizados em situagoes-
problema que requerem o raciocinio intuitivo dos sujeitos.

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Calculo, Raciocinio intuitivo-16gico, Derivadas,
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INTRODUCAO: AS DIFICULDADES INERENTES AO APRENDIZADO DE DERIVADAS
PARCIAIS, DIRECIONAIS E TEOREMAS RELACIONADOS

O texto para um estudo inicial de Cdlculo Diferencial e Integral em vdérias varidveis ndo pode apresentar o
mesmo tipo de discurso que € encontrado em um paper produzido por um matematico, que preserva uma
linguagem cifrada.

Pesquisas indicam (AMIT & VINNER, 1990, apud MEYER, 2003, pg. 5) que os indices de aprendizagem sdo
satisfatorios em tarefas de cardter operatdrio, e menos satisfatérios em tarefas que exigem habilidades
conceituais.

Segundo Meyer (2003, pg. 5), estes e outros aspectos reforcam a idéia de que existem diferentes tipos de
conhecimento matematico: um deles relacionado a compreensdo dos conceitos, € 0 outro, aos procedimentos
adotados para resolver tarefas matemadticas.

Referendado por nossa experiéncia, sentimos a predilecdo dos estudantes pela resolucdo procedimental e
algoritmica. Além disso, em vdrios livros diddticos, ocorre a valorizacdo do cardter operatério do
conhecimento, em detrimento do conceitual.

César (2001, pg. 12) faz referéncia as duas formas predominantes de abordagens em livros de Célculo. A
primeira se caracteriza pela substituicdo da apresentacdo deste assunto por meio das definicoes e teoremas. A
segunda carregada de malabarismos algébricos que carecem de sentido.

Um problema especifico apontando por este e outros estudos € a tendéncia dos livros que desenvolvem a nogdo
de derivada, e s6 depois é que vemos ser apresentado e trabalhado a nocdo de taxa de variagdo.

O entendimento da taxa de variagdo proporcionard ao aluno compreender e prever o comportamento da
fun¢do em uma varidvel real. Por outro lado, a transi¢@o para o cdlculo em vdrias varidveis e a interpretacdo do
mesmo fendmeno € eficazmente estimulada pelo livro? Varias dificuldades podem ser evitadas quando temos
uma perfeita transicdo do Célculo I para o Célculo III. Por exemplo, a compreensdo das ligacdes conceituais
entre a derivada de fungdes y= f(x) e z= f(x,y)ou w= f(x,y,z). Nesta transi¢gio, vemos um

aumento significativo das notagdes, procedimentos sofisticados, defini¢des epistemologicamente complexas.

Estes aspectos poderiam merecer melhor atencdo por parte dos autores de livros de Célculo. Mas vejamos o
caso de uma obra de Pinto (2004). Na se¢@o destinada a interpretagdo geométrica da derivada parcial, a
inteng¢do é muito boa, contudo, percebemos a inversao na apresentaciio dos contetidos.

Ou melhor, dizendo, o percurso seguido pela autora pode ser descrito: notacdo — sentido . De fato, apSs a

apresentacao da defini¢cdo, vemos a seguinte descri¢do do procedimento geral de obtencdo do objeto.
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90 Calculo diferencial e integral de funcées de virias varidveis

A interpretacdo geométrica das derivadas parciais de uma funcio de duas
varidveis é andloga aquela para fungdo de uma varidvel real. O grafico de uma
fungiio de duas varidveis é uma superficie de equaciio 2 = f(, ). Seja (o, yo)
um ponto no plano zy e Fo = (z¢, %o, f(Zo0,v0)) o ponto correspondente na
superficie. Manter y fixo igual a yo significa interceptar a superficie pelo plano
¥ = yo. A intersegdo é uma curva de equagio z = f(z,yo) neste plano. O
ndmero E(zn. Y0) € o coeficiente angular da reta tangente a esta curva quando

x = z¢. Assim, na figura 3.11, temos
3
(;i—(:ru,yo) = tga.

Analogamente, a intersegio da superficie » = f(z,y) com o plano = = x0 é
a curva de equagio z = f(zp,¥y) e o nimero a—u(ro,y‘)) é o coeficiente angular

da reta tangente a esta curva quando y = yp. Na fgura 3.11,

%(rn, Yo) = tgp.

Figura 3.11

Ilustracéo 1: Figura 1

Hariki (1992, apud PADUA, 2003, pg. 46) diz que o discurso dos livros-texto do nivel superior é codificado
por matemdticos pesquisadores, que atuam também como professores, e torna-se embaragoso saber se eles
escrevem cientifica ou pedagogicamente.

Na perspectiva deste autor, aqui ocorre um conflito que se caracteriza pela predominancia no texto de uma
concepcdo de Matemdtica perfeitamente explicada pelos modelos l6gicos. Privilegiando a transmissdo do
saber e ndo a constru¢do do conhecimento por parte dos sujeitos. Ha pouca intencdo retérica e heuristica, o
que empobrece o texto na perspectiva semantica.

Mas retomando a figura 1, o texto poderia transmitir o sentido geométrico da simbologia z = f(x,y,) de

maneira que relacionasse com os conhecimentos do Calculo I. Todavia, tal oportunidade é perdida e,

apressadamente, o simbolo a—(x0 ,¥o) € visto como o coeficiente angular da reta tangente a curva, quando
X

~ . N 2 . . . ~ ..
X = .XO Mas a mesma noc¢ao, restrito as curvas no R~ nio foi estudada anteriormente, por que nao exp11c1tar

tal ligacdo? Mostrar que as simbologias coincidem em sentido e valor numérico, se nos restringir-mos aos
planos xz ou yz?

Sentimos aqui um dos conflitos mencionados por Hariki, ou seja, a valorizacio da transmissdo e formalizacio
do conhecimento sobre derivadas parciais. A preocupagdo excessiva com a transmissdo da informagao podera
fornecer ao aluno a impressdo que se trata de um conhecimento novo, que ndo se estabelece a partir do antigo;
que utiliza métodos distintos, pelo fato, por exemplo, de se tratarem de trés dimensdes. Ora, tal situacdo, no
ponto de vista de Brousseau (1988, pg. 18) ¢ tratada como um obstdculo epistemoldgico.

E ainda neste caso, observamos a sua utilizacdo nas atividades, restrita a casos particulares dos elementos
descritos na figura acima? E tais situacdes particulares ndo deviam anteceder o procedimento estrutural geral
explicado na mesma? Que obstdculos semidticos poderiamos identificar em tal interpretacdo geométrica?

Certamente, algumas destas questdes s6 podem ser respondidas com uma investigacdo mais aprofundada.
Contudo, temos a pretensdo neste estudo inicial, de encontrar algumas pistas para os nossos questionamentos.
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Observamos a escassez de trabalhos sobre a nocdo de derivada em vérias varidveis. Leme (2003) apresenta
algumas no¢des necessarias na aquisi¢do de conceitos matematicos avangados, que caracterizam o pensamento
operacional e estrutural, contudo, em uma varidvel. Outra investigagdo semelhante é o de Meyer (2003).

Suas analises sdo referenciadas por Tall, D & Vinner, S. que conceberam as nog¢des de imagem conceitual e
definicdo conceitual (TALL & VINNER, 1981).

O estudo descreve as concepcdes dos estudantes sobre a simbologia

fx+h)—f(x)
h

(*). Desde que estamos atuando num contexto de vdrias varidveis,

passamos entao a investigar as concepgoes sobre notagoes do tipo:

Lo LG AR = (5. 30) f(P,+tu)— f(P,)
T T

Tais notacées se apresentam epistemologicamente relacionadas as defini¢cées formais. Desta forma, sdo
comuns situagdes que exigem sua utilizag¢do. Entretanto, uma dificuldade registrada é que, diante de situacdes-
problema, o estudante ndo apresenta razoavelmente desenvolvido o hdbito de consultar as defini¢ées, em
conseqiiéncia de habitos do dia-a-dia Vinner (1991, apud, MEYER, 2003, pg. 10). Sem falar que, em termos
de tratamento, no sentido de Duval (1988), (**) traz mais dificuldades que (*).

, Lim

Vejamos o que ocorre com representacdes do tipo dx e Ax . Percebemos que a obra de Pinto (2004), ndo
traz uma abordagem operacional dos simbolos infinitésimais Ax e Ay . E neste caso, seria interessante
trabalhar as concepgdes numéricas dos estudantes relacionadas ao conceito.

Outros elementos relacionados & mesma defini¢do sdo as simbologias como: P, +t.u . Aqui, o sentido de

f (P, +1t.u) e sua interpretagdo geométrica ndo sdo fornecidos aos alunos por meios de situagdes particulares.

E praticamente fica a cargo do mesmo, relacionar as representagoes f(x, + Ax,y, +Ay) e f (P, +tu), o

que reconhecidamente nfo se trata de uma tarefa fécil.

Este tipo de coordenagdo é sublinhado por Duval (1988, apud, HENRIQUES, pg. 22, 2006) quando declara
ser uma condicdo fundamental para a aprendizagem. Um exemplo de tratamento e coordenagdo exigida em
diversas situacdes formais neste contetddo se refere a apresentagdo dos seguintes registros:

f(-xo +AX, yO +Ay)_f(xo’ yo)_g_f(xo’ yo)°Ax_a_f(x0’ yO)Ay (1)
X dy

F(B+tuw)— f(FR)=Vf(F)- () 2)
Para um professor experiente, € trivial (como diz o jargdo) que as equagdes (1) e (2) representam a mesma

coisa. E para os estudantes, tal fato lhes parece claro? Acreditamos que ndo, pois na prética as dificuldades sdo
enormes. Passamos a apresentar a principal definicdo considerada neste estudo.

DEFINICAO: A DERIVADA DIRECIONAL DE UMA FUNCAO z = f(x,y) EM UM PONTO P,

of

) - , P +tu)— f(P
NA DIRECAO DO VETOR u E DEFINIDA POR —= (P,) = Lim,_, f (£, 3 S (&)
u tHuH

, SE

TAL LIMITE EXISTIR.
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Encaramos a abordagem acima como uma influencia da corrente filoséfica denominada nominalista que,
segundo Buffet (2003, pg. 25), se prende em tomar as defini¢cées dos objetos restritas a uma perspectiva
abreviativa e denominativa.

Leithold (1992) apresenta um procedimento geral, que se encontra ligado as propriedades intrinsecas de uma
superficie abstrata qualquer, sendo apresentado ao leitor e, logo em seguida se vé um exercicio tipico que é
sugerido, sem reforcar os argumentos e idéias formais anteriormente apresentados.

Um  obstdculo aqui facilmente identificado seria a ligagdio conceitual entre y = g(X)e

y = g(x) = f(x,b), com suas derivadas, por exemplo. Ficando sob a responsabilidade de o aluno descobrir
que se tratam da mesma coisa e se referem aos antigos saberes do Calculo I.

Para dar uma interpretagdo geométrica para as derivadas parciais, lembremos que &
equagio z = f(x, y) representa a superficie S (o gréfico de f). Se f(a, b) = ¢, entdo o ponto
P(a, b, ¢) pertence a S. Fixando y = b, restringimos nossa atengfo a curva C; na qual o \
plano vertical y = b intercepta S. (Ou seja, C, € o trago de S no plano y = b.) Da mesmz
forma, o plano vertical x = a intercepta S na curva C,. As curvas C; e C; passam pelc
ponto P (veja a Figura 1). ’

Note que a curva C) € o grafico da fungdo g(x) = f(x, b), de modo que a inclinagdo da
) tangente 7\ em P & g'(a) = f.(a, b). A curva C; € o gréfico da fungdo G(y) = f(a, y), de

(a, b, 0) modo que a inclinagdo da tangente T; em P € G'(b) = f,(a, b).
FIGURA 1 > Entfo, as derivadas parciais f.(a, b) e f,(a, b) podem ser interpretadas geometricamentie
As derivadas parciais de fem (g, b) sio | COMO as inclinagdes das retas tangentes em P(a, b, ¢) aos tragos Cy e C; de S nos planos ,
as inclinagGes das retas tangentes y=bex=a.
CyeC,. Como vimos no caso da fungdo fndice de calor, as derivadas parciais podem ser inter-
pretadas como taxas de variagfo. Se z = f(x, y), entdo dz/dx representa a taxa de variagac
de z com relagdo a x quando y € mantido fixo. Da mesma forma, 8z/dy representa a taxz
de variagdo de z em relagfio a y quando x € mantido fixo.

EXEMPLO 2 T Se f(x,y) = 4 — x> — 2y ache f.(1. 1) e f,(1, 1) e interprete esses
ndmeros como inclinagdes.

SOLUGAD Temos
il y) = —2x Sley) = —dy
(1,1 = -2 £, 1) = —4

O gréfico de f € o paraboldide z = 4 — x> — 2y e o plano vertical y = 1 intercepta-o
na pardbolaz = 2 — x%, y = 1. (Como na discussdo precedente, indicamos por C; na
Figura 2.) A inclinago da reta tangente 2 pardbola no ponto (1, 1, 1) € £(1, 1) = —2.

Ilustracio 2
O procedimento descrito acima apresenta caracteristicas de uma linguagem que prescinde de uma
compreensdo estrutural dos objetos aos quais, o autor faz referéncia. Acreditamos que o cardter operacional
do conceito poderia ser mais pormenorizado ao aprendiz.

Passamos a descricdo de dois feoremas que atribuem interessante sentido a definicdo apresentada. Nossa
preocupacdo em investigar a aprendizagem destes resultados e a apresentacdo de suas demonstragdo aos
alunos, € evitar que os feoremas-em-ato se dissipem em virtude da auséncia de uma formulagdo e prova
(BROUSSEAU, 1988, pg. 9) que se faz necessario neste nivel.

O teorema, possibilita um melhor tratamento, se comparado com a formulagio da defini¢do inicial.

Teorema,: SE z=f(x,y) E DIFERENCIAVEL EM P, =(x,,y,), ENTAO VALE

oJf
ou

u

(P))=Vf (P0)~H¥, ONDE Vf(P,)-== E O PRODUTO ESCALAR DE Vf(P,) PELO
2

. u
VETOR UNITARIO 7=
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O teorema, apresenta uma interpretacdo geométrica da derivada parcial e sua ligagdo conceitual com o

vetor gradiente.

Teorema, :SE 7= f(x,y)E UMA FUNCAO DIFERENCIAVEL EM P,, TAL QUE

of

Vf(P,)#0, ENTAO O VALOR MAXIMO DE ——(P,) OCORRE QUANDO u TEM A
u

DIRECAO E O SENTIDO DO VETOR Vf (P,) # 0, SENDO |Vf (P,)| O VALOR MAXIMO.

Os enunciados acima necessitam do emprego de um método de validacdo que em matemdatica chamamos de
prova ou demonstragdo. Dentre a variedade de significados na no¢do de prova em matemadtica destacamos
duas definigcées, baseando-se em Raman (2002, pg.3) que apresenta na sua tese de doutorado:

“ Definigdo, : (l6gica) Uma seqiiéncia finita de proposi¢des, em que cada proposi¢do € derivada de um

axioma ou de uma proposicdo precedente, por meio de uma inferéncia l6gica. (The Columbia Encyclopedia.
2001)”.

O mesmo pesquisador destaca a mudanca de concepgdo de matematicos profissionais e educadores
matematicos no que se refere a definicdo descrita anteriormente. Justifica que, mudancas tém sido verificadas
no sentido de uma preocupag@o maior com o cardter psicolégico de aquisi¢cao de tal no¢do. Por outro lado, até
que ponto esta mudancgas influenciam na pratica as ideologias presentes num livro didatico de Calculo?
Vejamos a segunda definigdo.

“ Definicdo, : (psicolégica) Um argumento que fornecemos com a intengdo de convencer outros (e, as vezes
a si mesmo) da corretude de uma assercdo. (MOVSHOVITZ-HADAR, 2001)”.

Admitamos a seguinte situag@o hipotética. O professor de Cdlculo apresenta os teoremas acima. Se sua linha
de exposicdo aproximar-se da maioria dos livros didaticos, como no exemplo de PINTO (2004), ela abordara a
demonstragdo do fato principal de cada feorema, sem uma devida reflexdo sobre as idéias chave envolvida.
Vemos o formalismo sendo utilizado como instrumento para a aprendizagem. Mas os efeitos da rigorizacdo do
Célculo podem ser vistos em modernos livros texto e nas salas de aula e suas conseqiiéncias ndo sdo boas
(RAMAN, 2003, pg.7).

Em seguida uma descricdo rdpida e aplica¢do das idéias procedimentais abordadas no teorema visto e, por
ultimo, e em rarissimos casos, as idéias heuristicas e intuitivas envolvidas. Por exemplo, consideremos:

6— x> —2y* — 7z =2. Temos um paraboldide eliptico, com vértice no ponto (0,0,4) . Ele poderia tomar o
vetor # =(L,1) e o ponto By =(1,1,1), na superficie. Dai, o professor pode tomar a imagem da funcdo

f(x, y) =4—x>—-2y?, sobrearetaL: (1,1,)+2.(11), que equivale a (x,y) = (1+11+1¢).

Portanto a nossa imagem serd do tipo f(x,y), onde Xx=y. Dai, calcular o Ilimite:

SA+el+0)— f(11) ~32.

Lim, Por outro lado, pode efetuar o cdlculo de:
t|(1,1)
1,1
V1) - |El 1;| = 3\/5 . E conduzir o aluno a verificar como os resultados coincidem, valorizando as idéias

intuitivas envolvidas com feorema,. Uma pritica usual em virtude da extensa ementa € 0 pouco tempo

dispensado para se trabalhar as idéias chave dos teoremas (RAMAN, 2002, pg. 45). Tomando o feorema,, a
idéia-chave seria apenas uma forma diferente de descrever a diferenciabilidade da fungdo, restrita a uma reta

do tipo P(x,,y,)+t.u , utilizando as representagées usuais da derivada parcial.
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Ap6s termos identificado nos documentos analisados alguns elementos que podem funcionar como entraves a
aprendizagem de nossos estudantes, passaremos a descri¢do das atividades que nos forneceram situagdes de
observacio dos sujeitos.

M’ETODOS: APLICACAO DA SEQUENCIA FEDATHI COMO METODOLOGIA DE ENSINO NO
CALCULO

A transposi¢do diddtica baseada na Segiiéncia Fedathi — SF caracteriza-se pela criagdo de um clima
experimental de investigacdo matematica, ou seja, a criacéio e apresentacdo de situagdes-problema semelhantes
as quais um matematico enfrenta.

Na elaboragdo das atividades aplicadas ao longo da SF, aproximamo-nos das idéias de Balacheff (1987, apud
FENANDES, 2004, pg.42), com a proposi¢do de situacdes-diddticas que envolvem intima relagdo entre as
provas e contradi¢des sob perspectivas cognitivas. Quer dizer, os préprios problemas sdo fonte da génese
cognitiva, dos conceitos de demonstragcdo e de prova e que prescindem de uma argumentacdo que envolve a
nogao de diferenciabilidade.

Nossas acgdes diddticas foram organizadas segundo a hierarquiza¢do dos quatro niveis constituintes da
Seqiiéncia Fedathi - SF descritos como segue:

> Nivel 1 Tomada de posi¢do — apresentacdo do problema. Neste nivel, o pesquisador-professor
apresenta uma situacdo-problema para o aluno, que deve possuir meios de atacar o problema mediante a
aplicacdo do conhecimento a ser ensinado.

> Nivel 2 Maturacdo — compreenséo e identificacdo das varidveis envolvidas no problema. Destinado a
discussdo e debate envolvendo os elementos: professor-aluno-saber. Aqui, hi momentos em que determinada
argumentagdo, reconhecida por uma comunidade como prova, adquire grande importancia na situagdo
enfrentada.

Um dos nossos problemas ¢ identificar as possiveis formas de obtengdo das expressdes

of of of

g (Py), =—(P,), == (F,) ; de forma que os alunos possam comparar com as declividades de uma reta e as

dy ou

nogdes do Cdlculo L. As idéias chave e heuristicas do teorema, podem ser trabalhadas neste nivel.

> Nivel 3 Solucdo — apresentacdio e organizacdo de esquemas/modelos que visem 4 solugdo do
problema. Aqui, os alunos organizados em grupos devem apresentar solucdes que possam conduzir aos
objetivos solicitados nas questdes e convencer por meio de suas argumentagdes elou demonstragcoes, outros
grupos.

> Nivel 4 Prova — apresentagfo e formalizacdo do modelo matemético e ser ensinado. Aqui, a didatica
do professor determinard em que condi¢des ocorrerd a aquisicio de um novo saber, pois, além de ser
necessdrio manter a aten¢do e motivacdo dos alunos, ele propiciard aos alunos perceber a ligacdo entre o
modelo das conjecturas propostas e o modelo cientifico-matemético que subjaz em cada situacao.

QUADRO TEORICO E PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

Ap6s efetuar extenso levantamento bibliogréfico, segundo as etapas previstas por CERVO, A. e BERVIAN, P.
A. (2002), escolhemos as fontes primdrias, com destaque para PINTO, D.; CANDIDA, M.; MORGADO, F.
(2004). Para as situacdes de observacdo, optamos por Perminov (1988), presente na tese de Silva (2001).

Ele distingue cinco tipos de intuicdo matemdtica, que desempenham um papel relevante no raciocinio inicial
do aprendiz. Passaremos a caracterizar sua utilizacdo em nosso estudo.

> Intuicio empirica - baseia-se na analogia e diretamente da experiéncia adquirida na manipulagio de
uma classe de objetos materiais ou conceituais e que possibilita a transferéncia dos atributos freqiientes dentro
da classe de objetos.

> Intuicido objetiva - faculdade humana de distinguir e identificar os objetos no ambiente de suas
combinagdes algébricas ou geométricas simples.
> Intuicdo légica — manifesta-se primariamente nas conclusdes ou inferéncias “por defini¢do”, bem

como extraidas de modelos 16gicos de transitividade e contraposicdo.
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Exemplo: Na questao quatro, temos um exemplo da utilizacdo de tal infuicdo, quando ao aluno € requerida a

of f

o)
necessidade de utilizar Lim NI —(x,y)==—(0,0
(x.3)=(0.0) ay( y ay( )

> Intuicio categérica - também chamada de geométrica ou espacial, que relaciona as suposi¢oes aos

conceitos de espaco e tempo.

Exemplo: Ao longo das atividades e de entrevistas, questionamos aos alunos a respeito de sua interpretacio

geométrica da derivada parcial e direcional, denotadas por —f (x,y) e —J_C. (x,y), como vemos na questio
ax u

cinco.

> Intuicio conceptual - acrescenta a no¢do de um objeto um componente derivado da teoria da qual o

objeto matemdtico é considerado em suas relacdes condicionadas pela estrutura formal da teoria..

ENTREVISTAS E DADOS DA PESQUISA

Conforme Balacheff (1987, apud, FERNANDES, 2004, pg. 45), para o dominio das demonstragéoes, é
necessdrio a ascensdo, por parte do aluno, a uma linguagem funcional. Contudo, a maioria dos alunos que ja
cursaram a disciplina Célculo III, se queixa das notagdes e simbologias corriqueiras, comprometendo a
evolucdo adequada do raciocinio légico e, portanto, dificilmente ascendendo a esta linguagem funcional.
Vemos isto nos trechos que seguem.

Aluno 1 : “A passagem através dessa linguagem é um pouco estranha para quem comega estudar um
pouco de Calculo III. Onde porém deve-se correr atrds de alguns conceitos, onde o livro ultrapassa alguns
detalhes simples onde quem nao conhece acaba ficando dificil.”

Aluno 2 : “Podemos avaliar o curso de Célculo III, como sendo mais ou menos complicado. Neste
temos algumas demonstracdes de teoremas que exigem certa maturidade fundamental para compreende-los.
Temos notagdes complicadas que atrapalham o curso.”

Aluno 5 : “As demonstracdes e notagdes as vezes confundem. O pouco tempo para fazer mais
exercicios.”

Aluno 6 : “Uma das coisas que me deixou com dificuldade foram as notagdes. Achei também o livro
adotado dificil, pois omite muita coisa.”

O cardter complexo da linguagem e das notagcdes adotadas em cursos desta natureza propicia barreiras a
intuicdo praxeologica e muitos alunos esbarram nas dificuldades representadas pela linguagem matemadtica do
Cilculo, e ndo somente pelas idéias em si (BROLEZZI, 1996, pg. 49).

Com respeito a demonstragdo do teorema 2, o aluno 10 declara que ndo compreende o sentido dos nimeros
reais a e b, presentes na definicdo de diferenciabilidade. Podemos verificar no trecho seguinte:

—7 ,
flor g Elavs Az s ay )= f ot D2, yo 1 Ay ) -f (a0, y0) - a4 - LAy

ja cu?&/c; ;5‘:2://{//5/ @ e {_g ) omes /a ¢’oc/9/‘r'*.i'\(“ O:’:ﬁ .
9{2( (/‘ e e e /‘6&2 @7,0,\\/ A’/ﬂ ;é &
—_—— T E hem e

,,f;@s,ﬁc‘/é .

As e q, {>79 FerCO ey /07
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Temos evidenciado que a questdo da compreensdo da existéncia, em Matemdtica destes objetos, em geral, é
posta de lado ou simplesmente ndo mencionada. A declara¢do do aluno 10 é esclarecedora das duvidas
freqiientes, no caso da notagdo da diferenciabilidade e da existéncia das constantes descritas no feorema 3

O aluno 7 foi consultado ao final da disciplina e lhe foi requisitado que apontasse certas dificuldades
enfrentadas ao longo do curso. Ele se refere da seguinte maneira:

M-S FMMQFM ’4/5&7*62;—’% N

/L(/\\/LL\-D\ /QFN%(_Z\S@(%QM FaToN @,:(,(9 DJY/ 2 Imzi\w ﬁ\y -

Mj&@ £ o @_&&@] O cuntre szxga qeer 2o
&ui«:\wzx NI w"ﬁ@ue 5 vji = DQQWF/ A

BRI S RO ole ol Bn@w)cum(ygw)’*

G/te "éseQm\ c&éﬂ'j;ﬁ M .CJZ? oPOTE, WM i

- = = o~

Na tabela 1, sdo apresentados em termos de porcentagem (%), para cada item, os indices quantitativos dos
acertos e erros.

Em virtude da quantidade de itens, destacamos os resultados de (i), (0), (p) e (q). O primeiro, por estar ligado
diretamente ao teorema 2, e observamos grande quantidade de fracassos neste item. No item (0), temos o caso
do enfraquecimento das condicdes (hipdteses) de ocorréncia do teorema 3, o que foi motivo de confusdo e
inseguranca declarada pelos sujeitos. J4 no item (p), novamente envolvemos o teorema 3, aliado a necessidade
do emprego da intuicdo objetiva. Persistiram as dificuldades do item (i), como pudemos observar.

Finalmente, o item (q), que se mostrou suficientemente importante ao longo do estudo, pois apresenta a
necessidade de compreensdo da existéncia e unicidade das derivadas parciais de uma funcio.
Tabela 1

Questoes | a | b |c |d|e | f|g|h|i|j|]l | m|n|o|p]|q

Acertos (%) | 73 | 73 | 60 | 33 | 60 | 66 | 73 | 100 | 13 | 86 | 66 | 86 | 50 | 46 | 27 | 23

Erros (%) | 27 |27 |40 | 67 |40 | 34 |27 | O | 8 | 13 |34 | 13 |50 | 53| 73| 67

Na questido um e quatro (Apéndice I), desenvolvemos uma forma de analisar e, também, instigar o estudo e a
compreensdo da demonstragdo do teorema 1. Inicialmente, fornecemos uma folha em separado com o
teorema. Os alunos foram instruidos a colocar um sinal * , trechos ou passagens dedutivas, que sentissem nio
haver compreendido.

CONSIDERA COES FINAIS

Podemos observar que os alunos sentem uma diferenca considerdvel na transicdo Célculo I para o Calculo III.
A linguagem carregada e a sofisticacdo dos argumentos logicos e intuitivos sdo fatores indicados por estes
sujeitos como barreiras considerdveis na sua aprendizagem.

Um dos elementos indicados pelos aprendizes ao longo das entrevistas se refere ao distanciamento dos
modelos matemadticos a das argumentagcées desenvolvidas nos Cursos de Calculo I e III, possibilitando a
impressdo de ndo serem pré-requisitos um do outro.

Os livros didédticos ndo apresentam uma linguagem matemdtica que permita o aluno decifrar e compreender o
sentido intuitivo dos enunciados. Por exemplo, o caso dos feoremas relacionados a nocdo da
diferenciabilidade, em que sentimos a necessidade de fornecer aos estudantes uma re-leitura mais
pormenorizada do texto, das hipdteses presentes, dos casos particulares e as ligagdes conceituais com o
Cilculo L.
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De fato, vdrias inferéncias presentes nas demonstragcoes dos teoremas 1,2, e 3 escolhidos nesta pesquisa s6
foram compreendidas com a intervengao do professor, que ocorreu no nivel 4 da Segiiéncia Fedathi.

Sentimos, no estudo da defini¢do investigada, que outros caminhos metodolégicos devem ser trabalhados com
vistas a uma compreensao melhor desta no¢do, por parte dos alunos do curso de Licenciatura em Matemadtica.
Caso contrdrio, a intuicdo ldégica e a intuicdo geométrica permanecerdo limitadas e, possivelmente,
conduzindo-os as contradi¢des.
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ANEXO I: APRESENTACAO DAS SITUACOES-PROBLEMA

Questao um: Consideremos o trecho abaixo da demonstrag@o do teorema 1 indique com um sinal que

explicite uma argumentacdo ou um encadeamento 16gico ndo compreendido em sua opinido.
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Teorema 3.1: Se z = f(z,y) € diferencidvel em (xo,Yo), entdo z = f(z,y) €

continua em (xo,¥o)-

Demonstragao : Se f é diferencidvel em (zg,0), entdo existern constantes I

a e b tais que

. E(zo + Az, yo + Ay) —
I =0, -
(Az,A1)-(0,0) (A, Al

onde E(zo + Az, yo + Ay) = f(zo + Az, y0 + Ay) — f(zo, o) — aAx — bAy. 5
Como
E(zo + Az, yo + Ay) = H)

E(xo + Az, yo + Ay) -
=0
(A, Ayl =

lim
(&z,Ay)—(0,0)

= i Az, A
(A,,Ali,’fl.(o.c-)”( z, Ay)f|

e

lim
(&z,Ay)—(0,0)

segue que

(aDx + bAy) =0, R’
N

. A _ -
(brdio f (o + Az 1o + Ay) -+

(f(xo,w0) + alz + bAy + E(zo + Az, yo + Ay))

1l

f(zo,v0)- [:%

lim
(Az,Ay)—(0,0)

Isto mostra que f é continua em (zo,%0)- Eij

Questao dois: Marque (V) ou (F), em cada item abaixo.

i) Se a fungdo do tipo z = f(x, y) é diferencidvel em todos os pontos, entdo, suas derivadas parciais
ai,ai existem em todos os pontos e sdo continuas ().

ox dy

0) Se as duas derivadas parciais existem e apenas uma delas é continua, entdo, ao menos a funcio
deve ser continua, mesmo ndo podendo garantir que serd diferencidvel ( ).

p) Se a fungdo w= f(x,y,z) é diferencidvel em todos os pontos, entdo suas derivadas parciais

o o

—— existem em todos os pontos e sdo continuas ().

ax’g’az

q) Na definicdo, podemos afirmar que a e b sio as derivadas parciais e, além disso, sdo continuas ( ).

- ~ 2
DEFINICAO: SEIAM zZ = f(X,y) UMA FUNCAO DEFINIDA NUM CONJUNTO ABERTO U C R” E
(xy,Y,)€ U . DIZEMOS QUE F E DIFERENCIAVEL EM (X,,Y,)€ U SE, E SO SE, EXISTEM

E(x, +Ax,y, +Ay)
|(Ax, Ay)|

CONSTANTES REAIS A E B TAIS QUE: Lim,, o 0 = 0.ONDE

E(xy+Ax,y, +Ay) = f(x, +Ax, y, +Ay) = f(Xy,¥,) —a.Ax—b.Ay.

X.
2 (x,y) # (0,0)

Questdo trés: Consideremos f(x,y)=<X"+Yy . Verifique que existem as
Ose (x,y)=1(0,0)
derivadas parciais, que apresentam também a continuidade, todavia, f ndo € diferenciavel. Isto
I, se x=00uy=0
contraria o feorema 3? Consideremos f(x,y)= . Contraria o

0, em qualquer outro caso

teorema 3?
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