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Resumo. Dada a complexidade da andlise de fundagdes circulares, o presente trabalho busca validar
as equagdes analiticas de placa circular carregada ao longo de uma circunferéncia concéntrica com a
mesma, a fim de viabilizar suas utilizacdes para a andlise e dimensionamento de fundagdes circulares.
Esta validacdo € realizada por meio de uma correlagcdo entre deslocamentos e esforcos internos de mo-
delos numéricos bidimensionais e tridimensionais. A validacdo das equacdes foi alcancada através de
comparativos entre resultados de dois modelos em elementos finitos, sendo o primeiro composto por
elementos de placa espessa e o segundo por elementos tridimensionais tetraédricos, ambos carregados ao
longo de uma circunferéncia com 4 metros de raio, concéntrica a fundag@o de 9 metros de raio. Sao apre-
sentadas neste trabalho as caracteristicas geométricas dos modelos, assim como as condi¢cdes de apoio e
de carregamento utilizadas. Os resultados obtidos de deslocamentos no sélido foram comparados com o
modelo de placa e com as equagdes analiticas, tendo sido obtido erros de até 22%, neste quesito. Para
os momentos radiais, obteve-se discrepancia de até 45%. Por fim, para os momentos circunferenciais,
obteve-se variacdo entre os modelos de 2% a 10%. A partir destes resultados, para o caso em estudo, ndo
é possivel utilizar equagdes analiticas para o dimensionamento de estruturas de fundagdo circular devido
aos seus valores terem sido demasiadamente diferentes dos modelos numéricos.
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VALIDATION OF ANALYTICAL EQUATION OF CIRCULAR PLATE
LOADED ALONG A CONCENTRIC CIRCUMFERENCE

Abstract. This paper seeks to validate the analytical equations of a circular plate loaded along a con-
centric circle with the plate, in order to facilitate their use for the analysis and design of circular foun-
dations. This validation is accomplished by a correlation between displacements and internal forces of
two-dimensional and three-dimensional models. The equations validation was achieved by the compari-
son between the results of two models in finite elements, the first being composed of thick-plate elements
and the second of tetrahedral three-dimensional elements, both loaded along a circumference of 4 meters
of radius, concentric with the 9 meters radius foundation. This study describe the geometric charac-
teristics of the models, as well as the conditions of support and load that were used. The results of the
displacements in the solid were compared with the ones in the plate and with the analytical equations, ob-
taining errors up to 22% in this regard. For radial moments, discrepancy was up to 45%. Finally, for the
circumferential moments, the obtained variation between models was of 2% to 10%. From these results,
for the case studied, it is not possible to use analytical equations for the design of circular foundation
structures due to their values being too different of the numerical models.

Keywords: Finite elements. Circular plates. Foundation
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1 INTRODUGAO

Dada a complexidade da natureza, os sistemas fisi-
cos tém comportamentos muito complicados para uma
perfeita compreensdo matemadtica. Devido a execugdo
rotineira de experimentos fisicos para o entendimento
aproximado destes comportamentos serem muito dis-
pendiosos ou até mesmo impossivel, sdo desenvolvidos
métodos numéricos com essa mesma finalidade (SORI-|
2009).

Dentre esses métodos, o mais utilizado devido a sua
eficiéncia e sua vasta implementacéo em diversos pro-
gramas computacionais € o Método dos Elementos Fi-
nitos ou MEF.

No ambito da Engenharia de Estruturas, o MEF tem
como objetivo a determinacdo do estado de tensio e de-
formacdo de um elemento de geometria arbitraria su-
jeito a acdes externas. Ao projetar uma estrutura, é ha-
bitual proceder-se com uma sucessao de andlises e sim-
plificagdes com o objetivo de se alcancar uma solugio
satisfat6ria 2015).

A fundamentacdo basica do MEF € que toda fun-
¢do continua pode ser aproximada por um modelo com-
posto de um conjunto de fungdes continuas definidas
sobre um ndmero finito de subdominios. A construcéo
de um modelo discreto de um meio continuo, ou do-
minio, consiste na divisao do mesmo em elementos, ou
subdominios, os quais sdo delimitados por um nimero
finito de pontos. Esses pontos sdo chamados de nds
ou pontos nodais. Cada subdominio tem seu comporta-
mento obtido através da integracdo do comportamento
dos nés que o delimita, de modo a manter a continui-
dade ao longo das fronteiras entre os elementos.

Meios continuos podem ser discretizados por ele-
mentos unidimensionais, bidimensionais e tridimensi-
onais. A escolha de um modelo para a representagdo
de uma estrutura depende da geometria de seus com-
ponentes, das acdes externas e do comportamento que
se deseja analisar. Quando apenas se considera uma di-
mensdo, o método ndo apresenta grande interesse pra-
tico quando comparado com elementos de duas e trés
dimensades.

E sempre recomendado iniciar-se com um modelo
simples e gradativamente sofisticd-lo, caso seja neces-
sario. Na medida do possivel, ¢ melhor dar preferéncia
a elementos bidimensionais em relacdo aos tridimensi-
onais, e caso os unidimensionais se mostrem satisfato-
rios, dar preferéncia a esses elementos em relagdo aos
bidimensionais 2009).

Em detrimento da simplicidade sem a perda de efi-
cécia, buscou-se a obten¢do de resultados referentes a
elementos tridimensionais e de placas, ambos circula-

res, submetidas a flexdo através de equagdes que si-
mulam o comportamento de placas circulares delgadas
também submetidas a flexdo, ambos os casos apenas
apoiados no bordo exterior.

2 APRESENTACAO DOS MODELOS

A transposicdo de um modelo real para um modelo
analitico e representativo consiste em idealizar simpli-
ficacdes plausiveis que sejam soluciondveis matemati-
camente e que sejam fidedignas a estrutura real.

Para o estudo de qualquer elemento estrutural, é
necessdrio se determinar inicialmente um modelo va-
lidado e convergido, utilizado para a integracdo de re-
sultados entre modelos numéricos, analiticos ou experi-
mentais. No caso do presente trabalho, serdo utilizados
modelos numéricos aferidos entre si, e também basea-
dos em equagdes analiticas.

Para a modelagem computacional, devem-se deter-
minar os materiais, a geometria da estrutura, o tipo de
elemento utilizado que descreva o comportamento do
continuo, as condi¢des de contorno e as condi¢des de
carregamento.

O material utilizado apresenta as seguintes caracte-
risticas: concreto com resisténcia caracteristica a com-
pressdo de 35 MPa (Fck), médulo de elasticidade se-
cante de 28,160 GPa, coeficiente de Poisson de 0,2, m6-
dulo de elasticidade transversal de 11,733 GPa e peso
especifico de 25 kN/m?.

A geometria adotada para a fundagdo foi de 18 me-
tros de diametro e 1 metro de altura, contabilizando um
volume total de concreto de 254,47 m> com aproxima-
damente 6361,7 kN.

Para representar a trasmissao dos esforcos proveni-
entes da superestrutura de maneira satisfatéria e sem
dissipagdo de energia, foi idealizado um sistema de bar-
ras e placas de tranferéncia para simular a ligacdo en-
tre a fundagdo e a superestrutura. Tal sistema consiste
na aplicag@o das acdes em um ponto no centro de uma
placa circular, com 4 metros de raio, concéntrica a fun-
dacdo, estando a mesma ligada a fundacdo através de
barras de transferéncia igualmente distribuidas em seu
contorno. O material idealizado para o sistema de trans-
feréncia possui a rigidez elevada, sendo esta no valor de
9 x 1015 MPa, para simular ligacdes rigidas.

Foram adotados dois modelos, o primeiro modelo
de placa espessa com a espessura constante de 1 me-
tro (Figura [T) a qual estd de acordo com a teoria de
Reissner-Mindlin para placas espessas, € o segundo mo-
delo em elementos tridimensionais de espessura cons-
tante de 1 metro (Figura[2).
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Figura 1: Modelo de Placas Circulares com espessura constante.

A discretiza¢do de uma malha de elementos finitos
para simular placas circulares foi estudada por Barros,
[Genuino e Salomao| (2013)), cujos resultados das mo-
delagens mostraram que, para a obtencdo de um mo-
delo vélido de placas circulares, o que apresentou me-
lhor convergéncia foi o com 8 graus de angulo interno
e 9 divisdes equidistantes no sentido radial. Tal malha
com 8 graus de angulo interno representa 45 divisdes
no sentido circunferencial, cujo modelo foi utilizado no
presente estudo, como mostram as Figuras[T]e[2} Am-
bos os modelos foram idealizados com o deslocamento
de suas extremidade restrito verticalmente.

Os modelos em elementos tridimensionais podem
ser considerados vdlidos, desde que sejam modelados
nas dimensdes corretas da peca e com as devidas condi-
¢des de contorno e de carregamento. A andlise de ele-
mentos finitos que possuem volume é pouco utilizada
devido a dificuldade na geragdo da malha. Esta pre-
cisa ser, diversas vezes, totalmente manual, para que se
tenha o controle de todos os nés. Ha dificuldade tam-
bém na interpretagdo dos resultados, pois esse modelo

apresenta como soluc@o apenas deslocamento e tensao,
diferente dos outros elementos que tem como resultado
o deslocamento e os esfor¢os internos de momento e
cortante.

O ideal, em termos de quantidade de dados analisa-
dos e resultados obtidos, € que consigamos um modelo
parcimonioso, i.e., aquele que explica a maior quanti-
dade de varidncia a partir do menor niimero de varia-
veis. Para se adotar um modelo como representativo,
€ necessdrio comparar diferencas de resultados de dis-
cretizagdes sucessivas em identificacdo de uma discre-
tizacdo que dispense refinamentos posteriores, ou seja,
que néo gere melhorias que justifiquem um aumento no
nimero de varidveis.

Na etapa de Assembly, ou montagem do sistema, é
necessdrio muita cautela, pois todos os passos influen-
ciam no resultado final, desde a escolha dos tipos de ele-
mentos, como cascas, placas, sélidos dentre outros, até
a conexdo com exatidao dos pontos que delimitam os
elementos para que a continuidade seja garantida, caso
contrario, haverd um erro na transmissdo dos esforcos
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e na geragdo do campo de tensdes naquela regido, le-
vando a uma interpretagdo correta de uma modelagem
errada.

2.1 Condicoes de carregamento

O modelo de transmissdo de acdes utilizado baseia-
se na geometria da superestrutura que serd acoplada no
topo da fundac@o, para tal utilizou-se uma placa circu-
lar, no diametro da superestrutura, ligada ao bloco por
pinos distribuidos igualmente espagados em sua borda
(Figura[3).

Foram utilizados elementos que simulam ligagcdes
rigidas a fim de transmitir os esfor¢os para a fundagao.
Esse tipo de ligag@o tem a funcdo de impedir a rotagdo
relativa a flexdo entre a placa, os pinos de transferéncia
de esfor¢os e o elemento de fundagdo, além de transmi-
tir a pega de apoio a for¢a cortante e a forca normal.

Além do peso préprio da fundacdo no valor de
6361,7 kN, serd considerada apenas uma carga verti-
cal no topo da fundacéo, a favor da gravidade, no valor
de 25000 kN. A acido e o peso proprio atuardo sem ma-
joracdo, pois a inteng@o é comparar os resultados entre
os dois modelos e ndo a determinag¢do de uma situagao
limite para o dimensionamento da peca.

A verificagdo da transmissdo ¢ feita a partir da mé-
xima for¢a de compressdo e de tragdo que surgem nos
pinos ao serem aplicadas as cargas verticais e de flexao,
podendo estas serem obtidas através das Equagdes [T}
para mdxima compressdo, e[2} para maxima tragdo.

N + 2M
Fo= —— (1
N pinos
N — 2M
Fo= —2 2)
N pinos
Onde:
N € o esfor¢o normal proveniente da supe-
restrutura;
M é o momento de flexdo proveniente da
superestrutura;

R € o raio da placa de transferéncia;
Npinos € 0 niimero de pinos que distribui-
rdo a forca na fundacdo.

3 VALIDAGAO ANALITICA

O célculo analitico das placas circulares € possivel,
no caso de existir simetria das condi¢des de contorno e
das condicdes de solicitagdo em relagdo ao eixo normal
a superficie média passando pelo centro da placa, sendo
a integracdo analitica da equacdo de equilibrio simples.

E conveniente utilizar um sistema de referéncia em co-
ordenadas cilindricas, sendo a origem das coordenadas
coincidente com o centro da placa antes da deformacdo
2016).

Para a situacdo em estudo podemos considerar que,
através da placa e dos pinos de transferéncia, as cargas
aplicadas no topo do sistema sdo transmitidas a funda-
¢do de maneira homogénea e atuam como uma carga li-
near situada na proje¢@o do perimetro da placa de trans-
feréncia.

Para a determinagdo do deslocamento transver-
sal tém-se duas situacdes distintas, sendo a primeira
quando a secdo verificada estiver externa a sec¢do de
aplica¢do dos carregamentos, ou seja, quando r > R;,
podendo seu valor ser determinado através da Equagdo
Bl A segunda hipétese é dada quando r < R;, sendo
o deslocamento transversal obtido pela Equagio[d] Os
momentos radiais e circunferenciais podem ser calcu-
lados a partir das Equagdes [5 ¢ [6] sendo a integral do
deslocamento em fun¢do da posicdo da se¢@o a se de-
terminar, i.e, para se¢des menores do que o raio de apli-
cacdo da carga, deve-se utilizar a integra¢do da equagdo
de deslocamento[3] caso contrario, utilizar a Equagaod]
O valor do médulo de rigidez a flexdo é representado
pela letra D e calculado através da Equagdo[7]

Onde:
P € a forga vertical aplicada a placa;

R. € o raio externo;

R; € o raio de aplicagdo da forca vertical;
r € onde se deseja obter as resultantes de
deslocamento e flex3o;

v o coeficiente de Poisson.

A verificacdo dos momentos gerados pelo modelo
tridimensional € feita a partir da transformacdo das ten-
soes obtidas. Essa transformacio € feita multiplicando-
se a tensdo obtida pelo médulo resistente na secio de-
sejada a cada metro de comprimento.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A afericdo dos resultados de deslocamentos foi feita
em relacdo aos resultados analiticos e para ambos os
modelos. Tais deslocamentos foram obtidos em diver-
sas segdes com raios conforme apresentado na Tabelal[]
e representados no Grafico|T]

Como o método dos elementos finitos tem como va-
ridvel principal o deslocamento nodal, sendo realizado,
a partir destes deslocamentos, as integragdes para que
se obtenham resultantes de tensdo e de momento, € con-
veninente a verifica¢do inicial da convergéncia de valo-
res de deslocamento para, posteriormente, verificar os
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Figura 3: Modelo de Transmissao de Ag¢des.

X R : VB R
P S 1(1-v) (Re—R; My
w= —— (ReZ+r 1+ = + (R2-r% In— 3
8nD (Re 2(1+v)  Re (R Re )
X - - X
i M3 - V)R = (1 = v)r2
w=—— (Ri®+r? In—+ (R’ + Ry? £ } )
8nD e 2(1+ v)Re
d? d
w vV aw
M =-D —+ —— 5)
dr r dr
1dw d’w
Mg=-D ——+v— 6
0 r dr dr2 ©
Ee?
D= —— 7
12(1 = v2) 7
Tabela 1: Resultados de deslocamentos.
Raio da Secdo (m) | Placa (mm) | Sélido (mm) | Analitico (mm)
0,00 32,97 32,33 32,39
1,00 32,50 31,71 31,92
2,00 31,07 30,26 30,50
3,00 28,68 27,89 28,12
4,00 25,34 24,60 24,81
5,00 21,01 20,42 20,54
5,90 16,73 16,63 15,39
6,75 12,17 12,60 11,74
7,63 7,46 8,43 6,93
8,50 3,85 4,20 3,25
9,00 0,00 0,00 0,00

valores de momentos em ambos os modelos.

As tensOes obtidas do solido, assim como 0s mo-
mentos obtidos pela multiplicacdo dessas tensdes pelo
modulo resistente da se¢do, estdo apresentados na Ta-
belall As coordenadas locais utilizadas na leitura dos

resultados estdo definidas de acordo com a Figura

Os resultados de momento fletor obtidos a partir do
modelo de placas estdo de acordo com a Tabela[3] Os
resultados analiticos obtidos através das Equagdes[5|e[6]
estdo dispostos na Tabela[d]
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Os Grificos 2] e B nos mostram a relagéo entre os

Grafico 1: Deslocamentos verticais dos modelos de placa, sélido e analitico.
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Tabela 2: Tensdes e momentos resultantes no sélido
Sélido
Raio da Segdo (m) | o717 (N/mm?) | My; (kN.m) | 02 (N'mm?) | M, (kN.m)
1,00 15,29 2548,28 15,81 2635,00
2,00 15,29 2548,98 15,22 2536,67
3,00 15,35 2558,33 15,34 2556,67
4,00 15,30 2550,00 15,22 2536,67
5,00 15,24 2540,00 15,26 2543,33
5,90 10,88 1813,33 13,80 2300,00
6,75 7,69 21281,67 12,46 2076,67
7,63 3,05 508,33 9,84 1640,00
8,50 1,55 258,33 8,60 1433,33
9,00 0,67 111,67 7,77 1295,00
Figura 4: Dire¢des Principais
Amsa
M23
M13 / =
M1
-
M22
M2 Mi2

a[7] sendo estas validas apenas para placas circulares

momentos obtidos através das tensdes resultantes do
modelo tridimensional, dos momentos obtidos no mo-
delo de placas e através das equacdes analiticas.

simplesmente apoiadas com carregamento concéntrico.
A partir desta imposicao literdria, buscou-se um mo-
delo numérico que delibera-se resultados representati-

O estudo apresentado é delimitado pelas Equagdes ~ VOS. Deste modo, foram criados elementos circulares,
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Tabela 3: Momentos na placa.

Placa
Raio da Secdo (m) | Mj; (kN.m) | Mjy; (kN.m)

1,00 2592,82 2592,82
2,00 2592,82 2592,82
3,00 2592,82 2592,82
4,00 2592,82 2592,82
5,00 2592,82 2578,96
5,90 1752,32 2321,1

6,75 1221,68 2021,36
7,63 450,99 1612,96
8,50 140,22 1406,29
9,00 99,63 1290,67

Tabela 4: Momentos analiticos.

Analitico
Raio da Secao (m) | Mj; (kN.m) | Mj; (kN.m)
1,00 2574,54 2574,54
2,00 2574,54 2574,54
3,00 2574,54 2574,54
4,00 2574,54 2574,54
5,00 1755,34 2328,30
5,90 1216,68 2076,69
6,75 809,05 1841,70
7,63 455,75 1609,89
8,50 155,49 1394,59
9,00 0,00 1277,17

Grafico 2: Momentos radiais (M11) nos modelos solido e de placa.
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sejam planos ou espaciais, que tivessem restricdes de E importante ressaltar que as equacdes apresentadas

apoio translacionais, livres a rotacdes, e a aplicacdo do  na literatura ndo delimitam as suas condi¢des de uso,
carregamento através de elementos rigidos, transpondo  no entanto, ao realizar uma sobreposi¢do dos graficos
as cargas lineares em nodais. a[3] é notéria a fronteira no que se refere a precisdo de
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Grafico 3: Momentos circunferenciais (M22) nos modelos solido e de placa.
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valores quanto ao tamanho da base, limitado a 4 metros
os resultados determinados analiticamente que se apro-
ximam dos obtidos nos modelos numéricos. Deve-se,
portanto, avaliar se o grau de precisdo a qual a estrutura
a ser calculada necessita.

5 CONCLUSOES

A fim de validar as equacdes analiticas para o cdlculo
dos deslocamentos, assim como dos momentos radiais e
circunferenciais de placas circulares, tendo como prin-
cipal objetivo a andlise de fundacdes circulares, foi rea-
lizado o estudo de uma base através do método dos ele-
mentos finitos, sendo seus resultados comparados com
os resultados analiticos.

Podemos constatar que, para os deslocamentos,
houve uma varia¢do média de aproximadamente 5% en-
tre os modelos analiticos e numéricos. Obteve-se uma
maior divergéncia entre os valores nos raios de 7,63 e
8,5 metros, apresentando valores de 7% para o compa-
rativo entre o modelo analitico e o de placa, e no valor
maximo de 22% entre o modelo analitico e sélido. No
restante das se¢des, a variacdo entre deslocamentos foi
de 0,6 a 6,8%. Tem-se, portanto, que, tomando como
base 0 modelo sélido, é possivel a verificagdo dos deslo-
camentos da base para um raio de até aproximadamente
6 metros, ndo sendo acurado avaliar os deslocamentos
por processos simplificados no restante da base.

Para os momentos radiais, foram observadas duas
situagdes distintas, sendo a primeira 0s momentos me-
didos com o raio menor do que o raio de aplicag¢do da

—8—5Solido
—8—Placa

Analitico

6,00 7,00 8,00 9,00 10,00

carga. Neste caso os valores variaram de 0,7% até 1,7%
entre todos os modelos. Para a situagdo com o raio
maior do que o raio de aplicag@o da forca, a diferenca
entre os modelos foi consideravel, apresentando valores
de até 45%, invalidando, assim, as equacdes analiticas
para a determinag¢do dos momentos radiais.

Por fim, os momentos circunferenciais apresenta-
ram, em todas as secdes, erros variando em torno de
2%, tendo seu valor extremo de 10%, sendo este aceito
por tratar de métodos aproximados de solu¢do de mo-
delos continuos.

Devido as fundagdes se tratarem de estruturas com
alto grau de precisao, a utiliza¢do das equagdes analiti-
cas para determinag@o do deslocamento e dos esforcos
internos mostraram-se, para o caso estudado, inadequa-
das.
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